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PRÉFACE 



Le présent texte est une édition recomposée et annotée du livre « Revêtements 
Étales et Groupe Fondamental», Lecture Notes in Mathematics, 224, Springer-Verlag, 
Bcrlin-Hcidelberg-New York, 1971, par Alexander Grothendieck et al. 

La composition en M^K2e a été réalisée par des volontaires, participant à un 
projet dirigé par Bas Edixhoven, dont on trouvera plus de détails à l'adresse http : 
//www. math. leidenuniv.nl/~edix/. La mise en page a été terminée par la Société 
mathématique de France. 

Ceci est une version légèrement corrigée du texte original. Elle est éditée par la 
Société mathématique de France (http : / / smf . emath . f r/) dans la série « Documents 
Mathématiques ». Quelques mises à jour ont été effectuées par Michel Raynaud. Celles- 
ci sont délimitées par des crochets [] et indiquées par le symbole (MR) (remarques 
pages 211, 220, 256, 292 et note 7 page 67). Afin d'uniformiser les notations, le corps 
résiduel d'un point x est noté k(x), et celui d'un anneau local A est noté k(A). 

Il existe également une version électronique censée reproduire le texte original. 

Les deux versions ont un seul fichier source commun, se trouvant sur le serveur 
des archives arXiv.org e-Print à http://arxiv.org/. Les différences entre les deux 
versions sont documentées dans le fichier source. 

L'ancienne numérotation des pages est incorporée dans la marge (le nombre n 
indiquant le début de la page n). 
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The présent text is a new updated édition of the book "Revêtements Étales et 
Groupe Fondamental", Lecture Notes in Mathematics, 224, Springer-Verlag, Berlin- 
Heidelberg-New York, 1971, by Alcxander Grothcndicck et al. 

Typesetting in I£T£X2e was done by volunteers, participating in a project di- 
rected by Bas Edixhoven, on which one can lind more détails at http://www.math. 
leidenuniv.nl/~edix/. It has been completed by the Société mathématique de 
France. 

This is a slightly corrected version of the original text. It is published by the 
Société mathématique de France (http://smf.emath.fr/) as a volume of the séries 
"Documents Mathématiques". Some updating remarks have been added by Michel 
Raynaud. Thèse are bounded by brackets [] and indicated by the symbol (MR) 
(Remarks on pages 211, 220, 256, 292 and footnote 7 on page 67). In order to unify 
notation, the residue field of a point x is denoted by k(x) and the residue field of a 
local ring A is denoted by k(A). 

There also exists an electronic version that is meant to reproduce the original text. 

Both versions are produced from the same source file, that can be downloaded from 
the arXiv.org e-Print server at http://arxiv.org/. Ail différences between the two 
versions are documented in the source file. 

The old page numbering is incorporated in the margin (the number n marking the 
beginning of page n). 



INTRODUCTION 



Dans la première partie de cette introduction, nous donnons des précisions sur 
le contenu du présent volume ; dans la deuxième, sur l'ensemble du « Séminaire de 
Géométrie Algébrique du Bois-Marie », dont le présent volume constitue le tome pre- 
mier. 

1. Le présent volume présente les fondements d'une théorie du groupe fondamental 
en Géométrie Algébrique, dans le point de vue « kroneckerien » permettant de traiter 
sur le même pied le cas d'une variété algébrique au sens habituel, et celui d'un anneau 
des entiers d'un corps de nombres, par exemple. Ce point de vue ne s'exprime d'une 
façon satisfaisante que dans le langage des schémas, et nous utiliserons librement ce 
langage, ainsi que les résultats principaux exposés dans les trois premiers chapitres 
des Eléments de Géométrie Algébrique de J. DieudonnÉ et A. Grothendieck, (cité 
EGA dans la suite). L'étude du présent volume du « Séminaire de Géométrie Al- 
gébrique du Bois-Marie » ne demande pas d'autres connaissances de la Géométrie 
Algébrique, et peut donc servir d'introduction aux techniques actuelles de Géométrie 
Algébrique, à un lecteur désireux de se familiariser avec ces techniques. 

Les exposés I à XI de ce livre sont une reproduction textuelle, pratiquement in- 
changée, des notes miméographiées du Séminaire oral, qui étaient distribuées par les 
soins de V Institut des Hautes Études Scientifiques^- 1 ' . Nous nous sommes bornés à ra- 
jouter quelques notes de bas de page au texte primitif, de corriger quelques erreurs 
de frappe, et de faire un ajustage terminologique, le mot « morphisme simple » ayant 
notamment été remplacé entre-temps par celui de « morphisme lisse », qui ne prête 
pas aux mêmes confusions. 



M Ainsi que les notes des séminaires faisant suite à celui-ci. Ce mode de distribution s'étant avéré 
impraticable et insuffisant à la longue, tous les « Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois-Marie » 
paraîtront désormais sous forme de livre comme le présent volume. 
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Les exposés I à IV présentent les notions locales de morphisme étale et de mor- 
phisme lisse ; ils n'utilisent guère le langage des schémas, exposé dans le Chapitre I des 
Eléments^. L'exposé V présente la description axiomatique du groupe fondamental 
d'un schéma, utile même dans le cas classique où ce schéma se réduit au spectre d'un 
corps, où on trouve une reformulation fort commode de la théorie de Galois habituelle. 
Les exposés VI et VIII présentent la théorie de la descente, qui a pris une importance 
croissance en Géométrie Algébrique dans ces dernières années, et qui pourrait rendre 
des services analogues en Géométrie Analytique et en Topologie. Il convient de sig- 
naler que l'exposé VII n'avait pas été rédigé, et sa substance se trouve incorporée dans 
un travail de J. Giraud (Méthode de la Descente, Bull. Soc. Math. France, Mémoire 2, 
1964, viii + 150 p.). Dans l'exposé IX, on étudie plus spécifiquement la descente des 
morphismes étales, obtenant une approche systématique pour des théorèmes du type 
de Van Kampen pour le groupe fondamental, qui apparaissent ici comme de simples 
traductions de théorèmes de descente. Il s'agit essentiellement d'un procédé de calcul 
du groupe fondamental d'un schéma connexe X, muni d'un morphisme surjectif et 
propre, disons X' — » X, en termes des groupes fondamentaux des composantes con- 
nexes de X' et des produits nbrés X'xxX', X' Xx X' Xx X' , et des homomorphismes 
induits entre ces groupes par les morphismes simpliciaux canoniques entre les schémas 
précédents. L'exposé X donne la théorie de la spécialisation du groupe fondamental, 
pour un morphisme propre et lisse, dont le résultat le plus frappant consiste en la 
détermination (à peu de chose près) du groupe fondamental d'une courbe algébrique 
lisse en caractéristique p > 0, grâce au résultat connu par voie transcendante en carac- 
téristique nulle. L'exposé XI donne quelques exemples et compléments, en explicitant 
notamment sous forme cohomologique la théorie des revêtements de Kummer, et celle 
d'ARTiN-SCHREiER. Pour d'autres commentaires sur le texte, voir V Avertissement à 
la version multigraphiée, qui fait suite à la présente Introduction. 

Depuis la rédaction en 1961 du présent Séminaire a été développé, en collabo- 
ration par M. Artin et moi-même, le langage de la topologie étale et une théorie 
cohomologique correspondante, exposée dans la partie SGA 4 « Cohomologie étale 
des schémas » du Séminaire de Géométrie Algébrique, à paraître dans la même série 
que le présent volume. Ce langage, et les résultats dont il dispose dès à présent, 
fournissent un outil particulièrement souple pour l'étude du groupe fondamental, per- 
mettant de mieux comprendre et de dépasser certains des résultats exposés ici. Il 
y aurait donc lieu de reprendre entièrement la théorie du groupe fondamental de ce 
point de vue (tous les résultats-clefs figurant en fait dès à présent dans loc. cit. ). C'est 
ce qui était projeté pour le chapitre des Eléments consacré au groupe fondamental, 
qui devait contenir également plusieurs autres développements qui n'ont pu trouver 
leur place ici (s'appuyant sur la technique de résolution des singularités) : calcul du 
« groupe fondamental local » d'un anneau local complet en termes d'une résolution 



( 2 )Une étude plus complète est maintenant disponible dans les Eléments, Chap IV, §§17 et 18. 
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des singularités convenable de cet anneau, formules de Kùnneth locales et globales 
pour le groupe fondamental sans hypothèse de propreté (cf. Exp. XIII), les résultats 
de M. Artin sur la comparaison des groupes fondamentaux locaux d'un anneau local 
hensélien excellent et de son complété (SGA 4 XIX). Signalons également la nécessité 
de développer une théorie du groupe fondamental d'un topos, qui englobera à la fois 
la théorie topologique ordinaire, sa version semi-simpliciale, la variante « profinie » 
développée dans l'exposé V du présent volume, et la variante pro-discrète un peu plus 
générale de SGA 3X7 (adaptée au cas de schémas non normaux et non unibranches) . 
En attendant une refonte d'ensemble de la théorie dans cette optique, l'exposé XIII de 
Mme Raynaud, utilisant le langage et les résultats de SGA 4, est destiné à montrer 
le parti qu'on peut tirer dans quelques questions typiques, en généralisant notamment 
certains résultats de l'exposé X à des schémas relatifs non propres. On y donne en 
particulier la structure du groupe fondamental « premier à p » d'une courbe algébrique 
non complète en caractéristique quelconque (que j'avais annoncée en 1959, mais dont 
une démonstration n'avait pas été publiée à ce jour). 

Malgré ces nombreuses lacunes et imperfections (d'autres diront : à cause de ces 
lacunes et imperfections), je pense que le présent volume pourra être utile au lecteur 
qui désire se familiariser avec la théorie du groupe fondamental, ainsi que comme 
ouvrage de référence, en attendant la rédaction et la parution d'un texte échappant 
aux critiques que je viens d'énumérer. 

2. Le présent volume constitue le tome 1 du « Séminaire de Géométrie Algébrique du 
Bois-Marie », dont les volumes suivants sont prévus pour paraître dans la même série 
que celui-ci. Le but que se propose le Séminaire, parallèlement au traité « Eléments 
de Géométrie Algébrique » de J. DlEUDONNÉ et A. Grothendieck, est de jeter les 
fondements de la Géométrie Algébrique, suivant les points de vue dans ce dernier 
ouvrage. La référence standard pour tous les volumes du Séminaire est constituée 
par les Chapitres I, II, III des « Éléments de Géométrie Algébrique » (cités EGA I, 
II, III), et on suppose le lecteur en possession du bagage d'algèbre commutative et 
l'algèbre homologique que ces chapitres impliquent^ 3 ). De plus, dans chaque volume du 
Séminaire il sera référé librement, dans le mesure des besoins, à des volumes antérieurs 
du même Séminaire, ou à d'autres chapitres publiés ou sur le point de paraître des 
« Eléments ». 

Chaque partie du Séminaire est centrée sur un sujet principal, indiqué dans le 
titre du ou des volumes correspondants; le séminaire oral porte généralement sur 
une année académique, parfois plus. Les exposés à l'intérieur de chaque partie du 
Séminaire sont généralement dans une dépendance logique étroite les uns par rapport 
aux autres ; par contre, les différentes parties du Séminaire sont dans une large mesure 
logiquement indépendants les uns par rapport aux autres. Ainsi, la partie « Schémas en 



( 3 )Voir l'Introduction à EGA I pour des précisions à ce sujet. 
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Groupes » est à peu près entièrement indépendante des deux parties du Séminaire qui 
la précèdent chronologiquement ; par contre, elle fait un fréquent appel aux résultats 
de EGA IV. Voici la liste des parties du Séminaire qui doivent paraître prochainement 
(cités SGA 1 à SGA 7 dans la suite) : 

SGA 1. Revêtements étales et groupe fondamental, 1960 et 1961. 

SGA 2. Cohomologie locale des faisceaux cohérents et théorèmes de Lefschetz lo- 
caux et globaux, 1961/62. 

SGA 3. Schémas en groupes, 1963 et 1964 (3 volumes), en coll. avec M. Demazure. 

SGA 4. Théorie des topos et cohomologie étale des schémas, 1963/64 (3 volumes), 
(en coll. avec M. Artin et J.L. Verdier). 

SGA 5. Cohomologie ^-adique et fonctions L, 1964 et 1965 (2 volumes). 

SGA 6. Théorie des intersections et théorème de Riemann-Roch, 1966/67 (2 vol- 
umes) (en coll. avec P. Berthelot et L. Illusie). 

SGA 7. Groupes de monodromie locale en géométrie algébrique. 

Trois parmi ces Séminaires partiels ont été dirigés en collaboration avec d'autres 
mathématiciens, qui figureront comme co-auteurs sur la couverture des volumes cor- 
respondants. Quant aux autres participants actifs du Séminaire, dont le rôle (tant au 
point de vue rédactionnel que de celui du travail de mise au point mathématique) 
est allé croissant d'année en année, le nom de chaque participant figure en tête des 
exposés dont il est responsable comme conférencier ou comme rédacteur, et la liste de 
ceux qui figurent dans un volume déterminé se trouve indiquée sur la page de garde 
dudit volume. 

Il convient de donner quelques précisions sur les rapports entre le Séminaire et les 
Eléments. Ces derniers étaient destinés en principe à donner un exposé d'ensemble 
des notions et techniques jugées les plus fondamentales dans la Géométrie Algébrique, 
à mesure que ces notions et techniques elles-mêmes se dégagent, par le jeu naturel 
d'exigences de cohérence logique et esthétique. Dans cette optique, il était naturel de 
considérer le Séminaire comme une version préliminaire des Eléments, destinée à être 
englobée à peu près totalement, tôt ou tard, dans ces derniers. Ce processus avait 
déjà commencé dans une certaine mesure il y a quelques années, puisque les exposés 
I à IV du présent volume SGA 1 sont entièrement englobés par EGA IV, et que les 
exposés VI à VIII devaient l'être d'ici quelques années dans EGA VI. Cependant, à 
mesure que se développe le travail d'édification entrepris dans les Eléments et dans le 
Séminaire, et que les proportions d'ensemble se précisent, le principe initial (d'après 
lequel le Séminaire ne constituerait qu'une version préliminaire et provisoire) apparaît 
de moins en moins réaliste en raison (entre autres) des limites imposées par la prévoy- 
ante nature à la durée de la vie humaine. Compte tenu du soin généralement apporté 
dans la rédaction des différentes parties du Séminaire, il n'y aura lieu sans doute 
de reprendre une telle partie dans les Eléments (ou des traités qui en prendraient la 
relève) que lorsque des progrès ultérieurs à la rédaction permettront d'y apporter des 
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améliorations très substantielles, aux prix de modifications assez profondes. C'est le 
cas dès à présent pour le présent séminaire SGA f, comme on l'a dit plus haut, et 
également pour SGA 2 (grâce aux résultats récents de Mme Raynaud). Par contre, 
rien n'indique actuellement qu'il en sera ainsi dans un proche avenir pour aucune des 
parties citées plus haut SGA 3 à SGA 7. 

Les références à l'intérieur du « Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois Marie » 
sont données ainsi. Une référence intérieure à une des parties SGA 1 à SGA 7 du Sémi- 
naire est donnée dans le style III 9.7, où le chiffre III désigne le numéro de l'exposé, qui 
figure en haut de chaque page de l'exposé en question, et 9.7 le numéro de l'énoncé (ou 
de la définition, remarque, etc.) à l'intérieur de l'exposé. Le cas échéant, des nombres 
décimaux plus longs peuvent être utilisés, par exemple 9.7.1, 9.7.2 pour désigner par 
exemple les diverses étapes dans la démonstration d'une proposition 9.7. La référence 
III 9 désigne la paragraphe 9 de l'exposé III. Le numéro de l'exposé est omis pour 
les références internes à un exposé. Pour une référence à une autre des parties du 
Séminaire, on utilise les mêmes sigles, mais précédés de la mention de la partie en 
question des SGA, SGA 1 III 9.7. De même, la référence EGA IV 11.5.7 signifie : 
Eléments de Géométrie Algébrique, Chap. IV, énoncé (ou définition etc.) 11.5.7; ici, 
le premier chiffre arabe désigne encore le numéro du paragraphe. À part ces conven- 
tions en vigueur dans l'ensemble des SGA, la bibliographie relative à un exposé sera 
généralement rassemblée à la fin de celui-ci, et il y sera référé à l'intérieur de l'exposé 
par des numéros entre crochets comme [3], suivant l'usage. 

Enfin, pour la commodité du lecteur, chaque fois que cela semblera nécessaire, 
nous joindrons à la fin des volumes des SGA un index des notations, et un index 
terminologique contenant s'il y a lieu une traduction anglaise des termes français 
utilisés. 

Je tiens à joindre à cette introduction un commentaire extra-mathématique. Au 
mois de novembre 1969 j'ai eu connaissance du fait que l'Institut des Hautes Études 
Scientifiques, dont j'ai été professeur essentiellement depuis sa fondation, recevait 
depuis trois ans des subventions du Ministère des Armées. Déjà comme chercheur 
débutant j'ai trouvé extrêmement regrettable le peu de scrupules que se font la plu- 
part des scientifiques pour accepter de collaborer sous une forme ou une autre avec les 
appareils militaires. Mes motivations à ce moment étaient essentiellement de nature 
morale, donc peu susceptibles d'êtres prises au sérieux. Aujourd'hui elles acquièrent 
une force et une dimension nouvelle, vu le danger de destruction de l'espèce humaine 
dont nous menace la prolifération des appareils militaires et des moyens de destruc- 
tion massives dont ces appareils disposent. Je me suis expliqué ailleurs de façon plus 
détaillée sur ces questions, beaucoup plus importantes que l'avancement de n'importe 
quelle science (y compris la mathématique) ; on pourra par exemple consulter à ce 
sujet l'article de G. Edwards dans le n° 1 du journal Survivre (Août 1970), résumant 
un exposé plus détaillé de ces questions que j'avais fait ailleurs. Ainsi, je me suis 
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trouvé travailler pendant trois ans dans une institution alors qu'elle participait à mon 
insu à un mode de financement que je considère comme immoral et dangereux' 4 ' . 
Etant à présent seul à avoir cette opinion parmi mes collègues à l'IHES, ce qui a 
condamné à l'échec mes efforts pour obtenir la suppression des subventions militaires 
du budget de l'IHES, j'ai pris la décision qui s'imposait et quitte l'IHES le 30 septem- 
bre 1970 et suspends également toute collaboration scientifique avec cette institution, 
aussi longtemps qu'elle continuera à accepter de telles subventions. J'ai demandé à 
M. Motchane, directeur de l'IHES, que l'IHES s'abstienne à partir du 1er octobre 
1970 de diffuser des textes mathématiques dont je suis auteur, ou faisant partie du 
Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois Marie. Comme il a été dit plus haut, la 
diffusion de ce séminaire va être assurée par la maison Julius Springer, dans le série 
des Lecture Notes. Je suis heureux de remercier ici la maison Springer et Monsieur 
K. Peters pour l'aide efficace et courtoise qu'ils m'ont apportée pour rendre possi- 
ble cette publication, en se chargeant en particulier de la frappe pour la photooffset 
des nouveaux exposés rajoutés aux anciens séminaires, et des exposés manquants des 
séminaires incomplets. 

Je remercie également M. J.P. Délaie, qui s'est chargé du travail ingrat de compiler 
l'index des notations et l'index terminologique. 

Massy, août 1970. 



' 4 'll va de soi que l'opinion que je viens d'exprimer n'engage que ma propre responsabilité, et non 
pas celle de la maison d'édition Springer qui édite le présent volume. 



AVERTISSEMENT 



Chacun des exposés rédigés donne la substance de plusieurs exposés oraux consé- 
cutifs. Il n'a pas semblé utile d'en préciser les dates. 

L'exposé VII, auquel il est référé à diverses reprises au cours de l'exposé VIII, 
n'a pas été rédigé par le conférencier, qui dans les conférences orales s'était borné à 
esquisser le langage de la descente dans les catégories générales, en se plaçant à un 
point de vue strictement utilitaire et sans entrer dans les difficultés logiques soulevées 
par ce langage. Il est apparu qu'un exposé correct de ce langage sortirait des limites 
des présentes notes, ne serait-ce que par sa longueur. Pour un exposé en forme de 
la théorie de la descente, je renvoie à un article en préparation de Jean Giraud. En 
attendant sa parution^ 5 ), je pense qu'un lecteur attentif n'aura pas de peine à suppléer 
par ses propres moyens aux références fantômes de l'Exposé VIII. 

D'autres exposés oraux, se plaçant après l'Exposé XI, et auxquels il est fait allusion 
à certains endroits du texte, n'ont pas non plus été rédigés, et étaient destinés à former 
la substance d'un Exposé XII et d'un Exposé XIII. Les premiers de ces exposés oraux 
reprenaient, dans le cadre des schémas et des espaces analytiques avec éléments nilpo- 
tents (tels qu'ils sont introduits dans le Séminaire Cartan 1960/61) la construction de 
l'espace analytique associé à un préschéma localement de type fini sur un corps valué 
complet k, les théorèmes du type GAG A dans le cas où k est le corps des complexes, et 
l'application à la comparaison du groupe fondamental défini par voie transcendante et 
le groupe fondamental étudié dans ces notes (comparer A. Grothcndieck, Fondements 
de la Géométrie Algébrique, Séminaire Bourbaki n° 190, page 10, décembre 1959). Les 
derniers exposés oraux esquissaient la généralisation des méthodes développées dans 
le texte pour l'étude des revêtements admettant de la ramification modérée, et de la 
structure du groupe fondamental d'une courbe complète privée d'un nombre fini de 
points (comparer loc. cit., n° 182, page 27, théorème 14). Ces exposés n'introduisent 



(^Actuellement paru : J. GlRAUD, Méthodes de la descente, Mémoire n° 2 de la Société mathéma- 
tiques de France, 1964. 
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aucune idée essentiellement nouvelle, c'est pourquoi il n'a pas semblé indispensable 
d'en donner une rédaction en forme avant la parution des chapitres correspondants 
des Éléments de Géométrie Algébrique'- 6 ) . 

Par contre, les théorèmes du type Lefschetz pour le groupe fondamental et le groupe 
de Picard, tant au point de vue local que global, ont fait l'objet d'un Séminaire séparé 
en 1962, qui a été complètement rédigé et est à la disposition des usagers^ 7 ). Signalons 
que les résultats développés tant dans le présent Séminaire que dans celui de 1962 
seront utilisés de façon essentielle dans la parution de plusieurs résultats clefs dans 
la cohomologie étale des préschémas, qui feront l'objet d'un Séminaire (conduit par 
M. Artin et moi-même) en 1963/64, actuellement en préparation^. 

Les exposés I à IV, de nature essentiellement locale et très élémentaire, seront 
absorbés entièrement par le chapitre IV des Eléments de Géométrie Algébrique, dont 
la première partie est à l'impression et qui sera sans doute publié vers fin 64. Ils 
pourront néanmoins être utiles à un lecteur qui désirerait se mettre au courant des 
propriétés essentielles des morphismes lisses, étales ou plats, avant d'entrer dans les 
arcanes d'un traité systématique. Quant aux autres exposés, ils seront absorbés dans 
le chapitre VIII^ 9 ) des « Éléments », dont la publication ne pourra guère être envisagée 
avant plusieurs années. 

Bures, juin 1963. 



' 6 )lls sont inclus dans le présent volume dans l'Exp. XII de Mme Raynaud avec une démonstration 
différente de la démonstration originale exposée dans le Séminaire oral (cf. introduction). 

( 7 ) Cohomologie étale des faisceaux cohérents et théorèmes de Lefschetz locaux et globaux (SGA 2), 
paru dans North Holland Pub. Cie. 

( 8 ) Cohomologie étale des schémas (cité SGA 4), à paraître dans cette même série. 

( 9 'En fait, par suite de modification du plan initialement prévu pour les Eléments, l'étude du groupe 
fondamental y est reportée à un chapitre ultérieur à celui qu'on vient d'indiquer. Comparer l'intro- 
duction qui précède le présent « Avertissement ». 
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EXPOSÉ I 



MORPHISMES ÉTALES 



1 

Pour simplifier l'exposition, on suppose que tous les préschémas envisagés sont 
localement noethériens, du moins après le numéro 2. 

1. Notions de calcul différentiel 

Soit X un préschéma sur Y, soit A x /y ou A le morphisme diagonal I^Ixyl. 
C'est un morphisme d'immersion, donc un morphisme d'immersion fermée de X dans 
un ouvert V de X xy X. Soit l'idéal du sous-préschéma fermé correspondant à 
la diagonale dans V (N.B. si on veut faire les choses intrinsèquement, sans supposer 
X séparé sur Y — hypothèse qui serait canularesque — on devrait considérer l'image 
inverse ensembliste de â'xxx dans X, et désigner par Jx l'idéal d'augmentation 
dans ce dernier...). Le faisceau J^xj^x P eu t être regardé comme un faisceau quasi- 
cohérent sur X, on le dénote par M x / Y - ^ cst de tyP c fini si X — » Y est de type fini. 
Il se comporte bien par rapport à extension de la base Y' — > Y. On introduit aussi 
les faisceaux ^xxyx/^x +1 = é^x/y ce sont des faisceaux à? anneaux sur X, faisant 
de X un préschéma qu'on peut dénoter par A X , Y et appeler le n-ième voisinage 
infinitésimal de X/Y. Le sorite en est d'une trivialité totale, bien qu'il soit assez 
longW ; il serait prudent de n'en parler qu'au moment où on en dit quelque chose de 
serviable, avec les morphismes lisses. 

2. Morphismes quasi-finis 

Proposition 2.1. — Soit A — > B un homomorphisme local (N.B. les anneaux sont 
maintenant noethériens), m l'idéal maximal de A. Conditions équivalentes : 

(i) B/mB est de dimension finie sur k = A/m. 

(ii) mB est un idéal de définition, et B/x(B) = k(B) est une extension de k — k(A) 

(iii) Le complété B est fini sur celui A de A. 



Wcf. EGA IV 16.3. 
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2 On dit alors que B est quasi-fini sur A. Un morphisme /: X —> Y est dit quasi- 
fini en x (ou le F-préschéma / est dit quasi- fini en x) si X est quasi- fini sur &f( x )- 
Cela revient aussi à dire que x est isolé dans sa fibre f^ 1 (x). Un morphisme est dit 
quasi-fini s'il l'est en tout pointé. 

Corollaire 2.2 . — Si A est complet, quasi- fini équivaut à fini. 

On pourrait donner le sorite (i), (ii), (iii), (iv), (v), habituel pour les morphismes 
quasi-finis, mais ce ne semble pas indispensable ici. 

3. Morphismes non ramifiés ou nets 

Proposition 3.1 . — Soit f : X — » Y un morphisme de type fini, x G X, y — f(x). 
Conditions équivalentes : 

(i) â x /m y Ô x est une extension finie séparable de k(y). 

(ii) O^/y es t nu l en x - 

(iii) Le morphisme diagonal A x /y es t une immersion ouverte au voisinage de x. 

Pour l'implication (i)=>(ii), on est ramené aussitôt par Nakayama au cas où 
Y = Spec(fc), X = Spcc(fc'), où c'est bien connu et d'ailleurs trivial sur la définition 
de séparable; (ii)=>(iii) d'après une caractérisation agréable et facile des immersions 
ouvertes, utilisant Krull; (iii)=>(i) car on est encore ramené au cas où Y = Spec(fc) 
et où le morphisme diagonal est une immersion ouverte partout. Il faut alors prouver 
que X est fini d'anneau séparable sur k, on est ramené pour ceci au cas où k est al- 
gébriquement clos. Mais alors tout point fermé de X est isolé (car identique à l'image 
inverse de la diagonale par le morphisme X — > X x & X défini par x) , d'où le fait que 
X est fini. On peut supposer alors X réduit à un point, d'anneau A, donc A<S>k A — > A 
est un isomorphisme, d'où A — k cqfd. 

Définition 3.2. - a) On dit alors que / est net, ou encore non ramifié, en x, ou 
que X est net, ou encore non ramifié, en x sur Y. 

b) Soit A — > B un homomorphisme local, on dit qu'il est net, ou non ramifié, 
ou que B est une algèbre locale nette, ou non ramifiée sur A, si B/x{A)B est une 
extension finie séparable de A/t(A), i.e. si t(A)B = t(B) et k(B) est une extension 
séparable de k(A) ^ . 

3 Remarques. — Le fait que B soit net sur A se reconnaît déjà sur les complétés de A 
et de B. Net implique quasi-fini. 

Corollaire 3.3. — L'ensemble des points où f est net est ouvert. 



' 2 ^Dans EGA II 6.2.3 on suppose de plus / de type fini. 
( 3 )Cf. remords dans III 1.2. 
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Corollaire 3.4. — Soient X' , X deux préschémas de type fini sur Y, et g: X' — » X 
un Y -morphisme. Si X est net sur Y, le morphisme graphe T g : X' — > X Xy X est 
une immersion ouverte. 

En effet, c'est l'image inverse du morphisme diagonal X — > X Xyl par 

g x Y idx' : X 1 x Y X — ► X x Y X. 

On peut aussi introduire l'idéal annulateur $x/y de O x , Y , appelé idéal différente 
de X/Y ; il définit un sous-préschéma fermé de X qui, ensemblistement, est l'ensemble 
des points où X/Y est ramifié, i.e. non net. 

Proposition 3.5. - (i) Une immersion est nette. 

(ii) Le composé de deux morphismes nets l'est. 

(iii) Extension de base dans un morphisme net en est un autre. 

Se voit indifféremment sur (ii) ou (iii) (le deuxième me semble plus amusant). 
On peut bien entendu aussi préciser, en donnant des énoncés ponctuels ; ce n'est plus 
général qu'en apparence (sauf dans le cadre de la définition b)), et barbant. On obtient 
comme d'habitude des corollaires : 

Corollaires 3.6. - (iv) Produit cartésien de deux morphismes nets en est un autre. 

(v) Si gf est net, f est net. 

(vi) Si f est net, / r éd est net. 

Proposition 3.7. — Soit A — > B un homomorphisme local, on suppose l'extension 
résiduelle k(B)/k(A) triviale ou h (A) algébriquement clos. Pour que B/A soit net, il 
faut et il suffit que B soit (comme A-algèbre) un quotient de A. 

Remarques . - - Dans le cas où on ne suppose pas l'extension résiduelle triviale, 
on peut se ramener à ce cas en faisant une extension finie plate convenable sur A qui 
détruise ladite extension. 

- Donner l'exemple où A est l'anneau local d'un point double ordinaire d'une 
courbe, B d'un point du normalisé : alors A C B, B est net sur A à extension 4 
résiduelle triviale, et A — ► B est surjectif mais non injectif. On va donc renforcer la 
notion de netteté. 

4. Morphismes étales. Revêtements étales 

On va admettre tout ce qui nous sera nécessaire sur les morphismes plats ; ces faits 
seront démontrés ultérieurement, s'il y a lieu^ 4 '. 



< 4 )Cf. Exp. IV. 
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Définition 4.1. - a) Soit /: X — > Y un morphisme de type fini. On dit que / est 

étale en x si / est plat en x et net en x. On dit que / est étale s'il l'est en tous les 
points. On dit que X est étale en x sur Y, ou que c'est un F-préschéma étale en x 
etc. 

b) Soit / : A — > B un homomorphismc local. On dit que / est étale, ou que B est 
étale sur A, si B est plat et non ramifié sur AS 5 ^ 

Proposition 4.2 . — Pour que B/A soit étale, il faut et il suffit que B/A le soit. 

5 En effet, c'est vrai séparément pour « net » et pour « plat ». 

Corollaire 4.3 . — Soit f ' : X — » Y de type fini, et x G X. Le fait que f soit étale 
en x ne dépend que de l'homomorphisme local 0f( x ) — ► @x, ei même seulement de 
l 'homomorphisme correspondant pour les complétés. 

Corollaire 4.4. — Supposons que l'extension résiduelle k{A) — ► k(B) soit triviale, ou 
que k(A) soit algébriquement clos. Alors B/A est étale si et seulement si A — ► B est 
un isomorphisme. 

On conjugue la platitude et 3.7. 

Proposition 4.5 . — Soit f: X — > Y un morphisme de type fini. Alors l'ensemble des 
points où il est étale est ouvert. 

En effet, c'est vrai séparément pour « net » et « plat ». 

Cette proposition montre qu'on peut laisser tomber les énoncés « ponctuels » dans 
l'étude des morphismes de type fini étales quelque part. 

Proposition 4.6. — (i) Une immersion ouverte est étale. 

(ii) Le composé de deux morphismes étales est étale. 

(iii) Extension de la base. 

En effet, (i) est trivial, et pour (ii) et (iii) il suffit de noter que c'est vrai pour 
« net » et pour « plat ». A vrai dire, il y a aussi des énoncés correspondants pour 
les homomorphismes locaux (sans condition de finitude), qui en tout état de cause 
devront figurer au multiplodoquc (à commencer par le cas : net). 

Corollaire 4.7 . — Un produit cartésien de deux morphismes étales est itou. 

Corollaire 4.8. — Soient X et X' de type fini sur Y , g: X — > X' un Y -morphisme. 
Si X' est non ramifié sur Y et X étale sur Y, alors g est étale. 

En effet, g est le composé du morphisme graphe r g : X — > X Xy X' qui est une 
immersion ouverte par 3.4, et du morphisme de projection qui est étale car déduit du 
morphisme étale X — > Y par le « changement de base » X' — > Y. 



( 5 )Cf. remords dans III 1.2. 
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Définition 4.9. — On appelle revêtement étale (resp. net) de Y un F-schéma X qui 
est fini sur Y et étale (resp. net) sur Y. 

La première condition signifie que X est défini par un faisceau cohérent d'algèbres 
3ë sur Y. La deuxième signifie alors que SS est localement libre sur Y (resp. rien du 
tout), et que de plus, pour tout y G F, la fibre &(y) = £$ y ®e y k(y) soit une algèbre 
séparable (— composé fini d'extensions finies séparables) sur k(y). 

Proposition 4.10. — Soit X un revêtement plat de Y de degré n (la définition de ce 
terme méritait de figurer dans 4.9) défini par un faisceau cohérent localement libre 88 
d'algèbres. On définit de façon bien connue l'homomorphisme trace (qui est 

un homomorphisme de sé -modules, où srf — 0y). Pour que X soit étale, il faut et 
il suffit que la forme bilinéaire tïgg/^xy correspondante définisse un isomorphisme 
de S$ sur , ou ce qui revient au même, que la section discriminant 

n n 

d X /Y = dsg M g r(Y, A Së ® sé A &) 

soit inversible, ou enfin que l'idéal discriminant défini par cette section soit l'idéal 
unité. 

En effet, on est ramené au cas oùF = Spec(fc), et alors c'est un critère de sépara- 
bilité bien connue, et trivial par passage à la clôture algébrique de k. 

Remarque. — On aura un énoncé moins trivial plus bas, quand on ne suppose pas a 6 
priori que X est plat sur Y mais qu'on fait une hypothèse de normalité. 

5. La propriété fondamentale des morphismes étales 

Théorème 5.1 . — Soit f ': X — > Y un morphisme de type fini. Pour que f soit une 
immersion ouverte, il faut et il suffit que ce soit un morphisme étale et radiciel. 

Rappelons que radiciel signifie : injectif, à extensions résiduelles radicielles (et on 
peut aussi rappeler que cela signifie que le morphisme reste injectif par toute ex- 
tension de la base). La nécessité est triviale, reste la suffisance. On va donner deux 
démonstrations différentes, la première plus courte, la deuxième plus élémentaire. 

1) Un morphisme plat est ouvert, donc on peut supposer (remplaçant Y par f(X)) 
que / est un homéomorphisme sur. Par toute extension de base, il restera vrai que 
/ est plat, radiciel, surjectif, donc un homéomorphisme, a fortiori fermé Donc / est 
propre. Donc / est fini (référence : théorème de Chevalley) défini par un faisceau 
cohérent 3ê d'algèbres. 3ê est localement libre, de plus en vertu de l'hypothèse il est 
partout de rang 1, donc X = Y, cqfd. 

2) On peut supposer Y et X affines. On se ramène de plus facilement à prouver 
ceci : si Y — Spec(^4), A local, et si f _1 (y) est non vide (y étant le point fermé de Y) 
alors X = Y (en effet, cela impliquera que tout y G f(X) a un voisinage ouvert U 
tel que X\U — U). On aura X = Spec(B), on veut prouver A = B. Mais pour ceci, 
on est ramené à prouver l'assertion analogue en remplaçant A par A, B par B ®a A 
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(compte tenu que A est fidèlement plat sur A). On peut donc supposer A complet. 
Soit x le point au-dessus de y, d'après le corollaire 2.2 û x est fini sur A donc (étant 
plat et radiciel sur A) est identique à A. Donc on a X = Y II X' (somme disjointe). 
Comme X est radiciel sur Y, X' est vide. On a fini. 

Corollaire 5.2 . — Soit f: X — > Y un morphisme d'immersion fermée et étale. Si X 

est connexe, f est un isomorphisme de X sur une composante connexe de Y . 

En effet, / est aussi une immersion ouverte. On en déduit : 

7 Corollaire 5.3. — Soit X un Y-schéma net, Y connexe. Alors toute section de X 
sur Y est un isomorphisme de Y sur une composante connexe de X . Il y a donc 
correspondance biunivoque entre l'ensemble de ces sections, et l'ensemble des com- 
posantes connexes Xi de X telles que la projection Xi — > Y soit un isomorphisme, 
(ou, ce qui revient au même par 5.1, surjectif et radiciel). En particulier, une section 
est connue quand en connaît sa valeur en un point. 

Seule la première assertion demande une démonstration; d'après 5.2 il suffit de 
remarquer qu'une section est une immersion fermée (car X est séparé sur Y) et étale 
en vertu de 4.8. 

Corollaire 5.4. — Soient X et Y deux préschémas sur S , X net séparé sur S et Y 
connexe. Soient f, g deux S -morphismes de Y dans X , y un point de Y , on suppose 
f(y) = g(y) = x et les homomorphismes résiduels k(x) — > k(y) définis par f et g 
identiques (« f et g coïncident géométriquement en y » ). Alors f et g sont identiques. 

Résulte de 5.3 en se ramenant au cas où Y = S, en remplaçant X par X x$Y. 
Voici une variante particulièrement importante de 5.3. 

Théorème 5.5. — Soient S un préschéma, X et Y deux S-préschémas, Sq un sous- 
préschéma fermé de S ayant même espace sous-jacent que S, Xq = X Xj Sq et 
Yq = Y Xs Sq les « restrictions » de X et Y sur So- On suppose X étale sur S. Alors 
l 'application naturelle 

Rom s (Y,X)^Kom So (Yo,Xo) 

est bijective. 

On est encore ramené au cas où Y = S, et alors cela résulte de la description 
« topologique » des sections de X/Y donnée dans 5.3. 

Scholie. — Ce résultat comporte une assertion d'unicité et d'existence de mor- 
phismes. Il peut aussi s'exprimer (lorsque X et F sont tous deux pris étales sur S) 
que le foncteur X i— > X de la catégorie des S-schémas étales dans la catégorie des 
So-schémas étales est pleinement fidèle, i.e. établit une équivalence de la première avec 
une sous-catégorie pleine de la seconde. Nous verrons plus bas que c'est même une 
équivalence de la première et de la seconde (ce; qui sera un théorème d'existence de 
S -schémas étales). 
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La forme suivante, plus générale en apparence, de 5.5. est souvent commode : 8 

Corollaire 5.6 (« Théorème de prolongement des relèvements ») 

Considérons un diagramme commutatif 

Xi Y 

S< Y 

de morphismes, où X — > S est étale et Yo — » Y est une immersion fermée bijective. 
Alors on peut trouver un morphisme unique Y — > X qui rende les deux triangles 
correspondants commutatifs. 

En effet, remplaçant S par Y et X par X x$Y, on est ramené au cas où Y = S, 
et alors c'est le cas particulier de 5.5 pour Y = S. 

Signalons aussi la conséquence immédiate suivante de 5.1 (que nous n'avons pas 
donnée en corollaire 1 pour ne pas interrompre la ligne d'idées développée à la suite 
de 5.1) : 

Proposition 5.7. — Soient X, X' deux préschémas de type finis et plats sur Y, et 
soit g: X — > X' un Y -morphisme. Pour que g soit une immersion ouverte (resp. un 
isomorphisme) il faut et il suffit que pour tout y € Y , le morphisme induit sur les 
fibres 

g ®y k(y) : X ® Y k(y) — ► X' ® y k(y) 

le soit. 

Il suffit de prouver la suffisance; comme c'est vrai pour la notion de surjection, 
on est ramené au cas d'une immersion ouverte. D'après 5.1, il faut vérifier que g est 
radiciel, ce qui est trivial, et qu'il est étale, ce qui résulte du corollaire 5.9 ci-dessous. 

Corollaire 5.8 . — (devrait passer au N° 3) Soient X et X' deux Y -préschémas, 
g: X — » X' un Y -morphisme, x un point de X et y sa projection sur Y. Pour que g 
soit quasi-fini (resp. net) en x, il faut et il suffit qu'il en soit de même de g®y k(y). 

En effet, les deux algèbres sur k(g(x)) qu'il faut regarder pour s'assurer que l'on a 
bien un morphisme quasi- fini resp. net en x sont les mêmes pour g et g ®y k(y). 

Corollaire 5.9. — Avec les notations de 5.8, supposons X et X' plats et de type fini 9 
sur Y. Pour que g soit plat (resp. étale) en x, il faut et il suffit que g ®y k(y) le soit. 

Pour « plat » l'énoncé n'est mis que pour mémoire, c'est un des critères fondamen- 
taux de platitude^ 6 ) . Pour étale, cela en résulte; compte tenu de 5.8. 



< 6 )Cf. IV 5.9. 
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6. Application aux extensions étales des anneaux locaux complets 

Ce numéro est un cas particulier de résultats sur les préschémas formels, qui devront 
figurer dans le multiplodoquc. Néanmoins, on s'en tire ici à meilleur compte, i.e. sans 
la détermination locale explicite des morphismes étales au N° 7 (utilisant le Main 
Theorem). C'est peut-être une raison suffisante de garder le présent numéro (même 
dans le multiplodoque) à cette place. 

Théorème 6.1 . — Soit A un anneau local complet (noethérien bien sûr), de corps 
résiduel k. Pour toute A-algèbre B, soit R(B) = B ®a k considéré comme k-algèbre, 
elle dépend donc fonctoriellement de B. Alors R définit une équivalence de la caté- 
gorie des A-algèbres finies et étales sur A avec la catégorie des algèbres de rang fini 
séparables sur k. 

Tout d'abord, le foncteur en question est pleinement fidèle, comme il résulte du 
fait plus général : 

Corollaire 6.2. — Soient B, B' deux A-algèbres finies sur A. Si B est étale sur A, 
alors l'application canonique 

Hom j4 . alg (B,B') — ► Hom fe . a i g (R(B),R(B')) 

est bijective. 

On est ramené au cas où A est artinien (en remplaçant A par A/m n ), et alors c'est 
un cas particulier de 5.5. 

Il reste à prouver que pour toute /c-algèbre finie et séparable (pourquoi ne pas 
dire : étale, c'est plus court) L, il existe un B étale sur A tel que R(B) soit isomorphe 
à L. On peut supposer que L est une extension séparable de k, comme telle elle 
admet un générateur x, i.e. est isomorphe à une algèbre k[t]/Fk[t] où F G k[t] est un 
polynôme unitaire. On relève F en un polynôme unitaire F\ dans A[t], et on prend 
B = A[t]/F 1 A[t]. 

7. Construction locale des morphismes non ramifiés et étales 

Proposition 7.1. — Soient A un anneau noethérien, B une algèbre finie sur A, u un 
générateur de B sur A, F £ A[t] tel que F(u) = (on ne suppose pas F unitaire), 
u' = F'(u) (où F' est le polynôme dérivé), q un idéal premier de B ne contenant 
pas u' , p sa trace sur A. Alors B q est net sur A p . 

En d'autres termes, posant Y = Spec(^4), X — Spec(B), X u > = Spec(B u >), X u > est 
non ramifié sur Y. L'énonce résulte du suivant, plus précis : 

Corollaire 7 .2 . — L'idéal différente de B/A contient u'B, et lui est égal si l'homo- 
morphisme naturel A\t\JFA\t] — > B (appliquant t dans u) est un isomorphisme. 
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Soit J le noyau de l'homomorphisme C = A[t] — > B, ce noyau contient i*\A[t], 
et lui est égal dans le deuxième cas envisagé dans 7.2. Comme il est surjectif, £ig/ A 
s'identifie au quotient de par le sous-module engendré par JÙ^,, A et d(J) (il 

aurait fallu expliciter au N° 1 la définition de l'homomorphisme d, et le calcul de fi 1 
pour une algèbre de polynômes). Identifiant Qç/ A ^ ^ grâce à la base dt, on trouve 
B/B ■ J' donc la différente est engendrée par l'ensemble J' des images dans B des 
dérivés des G G J, (et il suffit de prendre des G engendrant J). Comme F G J, resp. 
F est un générateur de J, on a fini. (N.B. On devrait mettre 7.2 en prop. et 7.1 en 
corollaire). On trouve : 

Corollaire 7.3 . — Sous les conditions de 7.1, supposant F unitaire et que 
A[t]/FA[t] — > B est un isomorphisme, pour que _B q soit étale sur A p , il faut et il 
suffit que q ne contienne pas u' . 

En effet, comme B est plat sur A, étale équivaut à net, et on peut appliquer 7.2. 

Corollaire 7.4. — Sous les conditions de 7.3 pour que B soit étale sur A il faut et il 
suffit que u' soit inversible, ou encore que l'idéal engendré par F, F' dans A[t] soit 
l'idéal unité. 

Le dernier critère résulte du premier et de Nakayama (dans B). 

Un polynôme unitaire F G A[t] ayant la propriété énoncée dans le corollaire 7.4 
est dit polynôme séparable (si F n'est pas unitaire, il faudrait au moins exiger que le 
coefficient de son terme dominant soit inversible ; dans le cas où A est un corps, on 
retrouve la définition usuelle). 

Corollaire 7.5. — Soit B une algèbre finie sur l'anneau local A. On suppose que K{A) 
est infini ou que B soit local. Soit n le rang de L = B ®a K(A) sur K(A) = k. Pour 
que B soit net (resp. étale) sur A, il faut et il suffit que B soit isomorphe à un quotient 
de (resp. isomorphe à) A[t]/FA[t], où F est un polynôme unitaire séparable, qu'on 
peut supposer (resp. qui est nécessairement) de degré n. 

Il n'y a qu'à prouver la nécessité. Supposons B net sur A, donc L séparable sur k, 
il résulte alors de l'hypothèse faite que L/k admet un générateur £, donc les £* 
(0 ^ i < n) forment une base de L sur k. Soit u G B relevant £, alors par Nakayama 
les u 1 (0 ^ i < n) engendrent le A-module B (resp. en forment une base), en par- 
ticulier on peut trouver un polynôme unitaire F G A[t] tel que F(u) = 0, et B sera 
isomorphe à un quotient de (resp. isomorphe à) A[t]/FA[t]. Enfin, en vertu de 7.4. 
appliqué à L/k, F et F' engendrent A[t] modulo mA[t], donc (d'après Nakayama dans 
A[t]/FA[t]) F et F' engendrent A[t], on a fini. 

Théorème 7.6. — Soient A un anneau local, A — > G un homomorphisme local tel 
que G soit isomorphe à une algèbre localisée d'une algèbre de type fini sur A. Sup- 
posons G net sur A. Alors on peut trouver une A-algèbre B, entière sur A, un idéal 
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maximal n de B, un générateur u de B sur A, un polynôme unitaire F G A[t], tels 
que n ^ F'(u) et que G soit isomorphe {comme A-algèbre) à B n . Si G est étale sur A, 
on peut prendre B — A[t]/FA[t}. 

(Bien entendu, on a là des conditions aussi suffisantes...) 
Signalons d'abord les agréables corollaires : 

Corollaire 7.7. — Pour que G soit net sur A, il faut et il suffit que G soit isomorphe 
au quotient d'une algèbre analogue et étale sur A. 

En effet, on prendra G' = B' a ,, où B' = A[t]/FA[t] et où n' est l'image inverse de n 
dans B' . 

Corollaire 7.8 . — Soit f : X — > Y un morphisme de type fini, x G X. Pour que f 
soit net en x, il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de x tel que f\U 
se factorise en U — » X' — > Y, où la première flèche est une immersion fermée et la 
seconde un morphisme étale. 

C'est une simple traduction de 7.7. 

Montrons comment le jargon de 7.6 résulte de l'énoncé principal : en effet, il existe 
par 7.7 un épimorphisme G' — > G, où G a les propriétés voulues ; mais comme G' 
et G sont étales sur A, le morphisme G' — » G est étale par 4.8 donc un isomorphisme. 

Démonstration de 7.6. — Elle reprend une démonstration du séminaire Chevalley. 
D'après le Main Theorem on aura G — B ni où B est une algèbre finie sur A et n en 
est un idéal maximal. Alors B/n — K{G) est une extension séparable donc monogène 
de k ; si n, (1 ^ i < r) sont les idéaux maximaux de B distincts de n, il existe 
donc un élément « de B qui appartient à tous les tij, et dont l'image dans B/n en 
est un générateur. Or B/n = B„/nB n = B„/mB n (où m est l'idéal maximal de A). 
Admettons un instant le 

Lemme 7.9. — Soient A un anneau local, B une algèbre finie sur A, n un idéal max- 
imal de B, u un élément de B dont l'image dans B n /mB a l'engendre comme algèbre 
sur k = A/m, et qui se trouve dans tous les idéaux maximaux de B distincts de n. 
Soit B' = B[u], n' = nB'. Alors l'homomorphisme canonique B' n , — ► B n est un iso- 
morphisme. 

Lemme 7.10. — (aurait dû figurer en corollaire à 7.1 avant 7.5 qu'il implique). Soit 
B une algèbre finie sur A engendrée par un élément u, soit n un idéal maximal de B 
tel que B n soit non ramifié sur A. Alors il existe un polynôme unitaire F G A[t] tel 
que F(u) = et F' (u) (/ n. 

Soit en effet n le rang de la fc-algèbre L = B ®a k, d'après Nakayama il existe un 
polynôme unitaire de degré n dans A[t], tel que F(u) = 0. Soit / le polynôme déduit 
de F par réduction mod m, alors L est fc-isomorphe à k[t]/fk[t], donc par 7.3 /'(£) 
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n'est pas contenu dans l'idéal maximal de L qui correspond à n (£ désignant l'image 
de t dans L, i.e. l'image de u dans L). Comme /'(£) est l'image de F'(u), on a fini. 

Le théorème 7.6 résulte maintenant de la conjonction de 7.9 et 7.10. Reste à prou- 13 
ver 7.9. Posons S' = B 1 - n', donc B 1 S 1 ' 1 = B' n ,. 

B — ► BS'' 1 — ► BS- 1 = B n 
B' — » B'S'- 1 = B' n , 

Soit de même S = B — n, donc BS' 1 = B n , on a donc un homomorphisme naturel 
BS'^ 1 — > BS' 1 = B n , prouvons que c'est un isomorphisme, i.e. que les éléments de S 
sont inversibles dans BS' , i.e. que tout idéal maximal p de ce dernier ne rencontre 
pas S, i.e. induit n sur B. En effet, comme BS' est fini sur B' S' =B' n ,,p induit 
l'unique idéal maximal n'B„> de B' n , , donc induit l'idéal maximal n' de B' ; comme B 
est fini sur B' , l'idéal q de B induit par p étant au-dessus de n', est nécessairement 
maximal, et ne contient pas u, donc est identique à n. (On vient d'utiliser que u 
appartient à tout idéal maximal de B distinct de n). Prouvons maintenant que BS' 1 
égale B'S'^ 1 : comme il est fini sur ce dernier, on est ramené par Nakayama à prouver 
l'égalité mod WBS' 1 et a fortiori il suffit de prouver l'égalité mod mBS'~ l ; or 
BS' /mBS' = B n /mB a est engendré sur k par u (on utilise ici l'autre propriété 
de u) donc l'image de B' (et a fortiori de B'S'~ l ) dedans est tout (comme sous-anneau 
contenant k et l'image de u). 

Remarque. — On doit pouvoir énoncer le théorème 7.6 pour un anneau G qui est 
seulement semi-local, de façon à coiffer aussi 7.5 : on fera l'hypothèse que G '/mû est 
une fc-algèbre monogène ; on pourra donc trouver un u E B dont l'image dans B /mB 
est un générateur, et appartenant à tous les idéaux maximaux de B ne provenant pas 
de G. Les lemmes 7.9 et 7.10 doivent s'adapter sans difficulté. Plus généralement, ... 

8. Relèvement infinitésimal des schémas étales. Application aux schémas 
formels 

Proposition 8.1. — Soient Y un préschéma, Yq un sous-préschéma, Xo un Yg-schéma 
étale, x un point de X$. Alors il existe un Y -schéma étale X, un voisinage Uq de x 
dans Xo, et un Y -isomorphisme Uq X Xy Y . 

Soit en effet y la projection de x dans Yq, appliquant 7.6 au homomorphisme local 
étale A — > B des anneaux locaux de y et a; dans Yq et X ■ on trouve un isomorphisme 14 

Bo = C 0no C = A [t]/F A [t] 

où F est un polynôme unitaire et no est un idéal maximal de Co ne contenant pas 
la classe de F^(t) dans Co- Soit A l'anneau local de y dans Y, soit F un polynôme 
unitaire dans A[t] donnant F par l'homomorphisme surjectif A — » A (on relève les 
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coefficients de F ), soit enfin C = A[t]/FA[t] et n l'idéal maximal de C image inverse 
de no par l'épimorphisme naturel C — » C ®a Aq = Cq. Posons 

B = C n . 

Il est immédiat par construction et 7.1 que B est étale sur A, et qu'on a un isomor- 
phisme B <g>x A = A . On sait (Chap. I) qu'il existe un F-schéma de type fini X 
et un point z de X au-dessus de y tel que 6" z soit A-isomorphe à C ; comme ce 
dernier est étale sur A — û y , on peut (en prenant X assez petit) supposer que X 
est étale sur Y. Soit X Q = X Xy Yq, alors l'anneau local de z dans X s'identifie à 
Z <g> a Ao = B (g) a Ao, donc est isomorphe à Bq. Cet isomorphisme est défini pas un 
isomorphisme d'un voisinage Uq de x dans Xq sur un voisinage de z dans Xq (loc. 
cité), qu'on peut supposer identique à Xq en prenant X assez petit. On a fini. 

Corollaire 8.2. — Énoncé analogue pour des revêtements étales, en supposant le corps 
résiduel k(y) infini. 

La démonstration est la même, 7.5 remplaçant 7.6. 

Théorème 8.3. — Le Joncteur envisagé dans 5.5 est une équivalence de catégories. 

En vertu du théorème 5.5, il reste à montrer que tout So-schéma étale Xq est iso- 
morphe à un So-schéma X Xs Sq, où X est un S-schéma étale. L'espace topologique 
sous-jacent à X devra être nécessairement identique à celui de Xo, Xq s'identifiant 
de plus à un sous-préschéma fermé de X. Le problème est donc équivalent au suiv- 
ant : trouver sur l'espace topologique sous-jacent \X \ à X un faisceau d'algèbres Gx 
sur foi&s) (où /o est la projection Xq — > Sq, regardée ici comme application continue 
des espaces sous-jacents), faisant de |Xo| un S-préschéma étale X, et un homomor- 
phisme d'algèbres ûx — * &x , compatible avec l'homomorphisme fo(^s) fo(^S ) 
sur les faisceaux de scalaires, induisant un isomorphisme âx ® /* (0 S ) fo {&s a ) &x ■ 
(Alors X sera un S'-préschéma étale se réduisant suivant Xo, donc sera séparé sur S 
puisque Xq l'est sur Sq, et X répond à la question). Si d'ailleurs (Ui) est un recouvre- 
ment de Xq par des ouverts, et si on a trouvé une solution du problème dans chacun 
des Ui, il résulte du théorème d'unicité 5.5 que ces solutions se recollent (i.e. les fais- 
ceaux d'algèbres qui les définissent, munis de leurs homomorphismes d'augmentation, 
se recollent), et on constate aussitôt que l'espace annelé ainsi construit au-dessus de S 
est un S'-préschéma étale X muni d'un isomorphisme J XjS X . Il suffit donc 
de trouver une solution localement, ce qui est assuré par 8.1. 

Corollaire 8.4. — Soient S un préschéma formel localement noethérien, muni d'un 
idéal de définition J, soit Sq = (\S\,ûs/ le préschéma ordinaire correspondant. 
Alors le Joncteur X X Xj Sq de la catégorie des revêtements étales de S dans la 
catégorie des revêtements étales de Sq est une équivalence de catégories. 
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Bien entendu, on appelera revêtement étale d'un préschéma formel S un revête- 
ment de S, i.e. un préschéma formel sur S défini à l'aide d'un faisceau cohérent d'al- 
gèbres Sê, tel que Sê soit localement libre et que les fibres résiduelles Sê s <S>û b k(s) de Sê 
soient des algèbres séparables sur k(s). Si on désigne par S n le préschéma ordinaire 
(\S\, 0s/J n+1 ), la donnée d'un faisceau cohérent d'algèbres Sê sur S équivaut à la 
donnée d'une suite de faisceaux cohérents d'algèbres Sê n sur les S n , munis d'un sys- 
tème transitif d'homomorphismes âê m — > Sê n (m ^ n) définissant des isomorphismes 
Sê m ®û Sm &s n — 4 Së n . 11 est immédiat que Sê est localement libre si et seulement si 
les Sê n sur les S n le sont, et que la condition de séparabilité est vérifiée si et seule- 
ment si elle l'est pour Sê , ou encore pour tous les Sê n . Ainsi, Sê est étale sur S si 
et seulement si les Sê n sur les S n le sont. Compte tenu de cela, 8.4 résulte aussitôt 
de 8.3. 

Remarque. — Il n'était pas nécessaire dans 8.4 de se borner au cas des revêtements. 
C'est cependant le seul utilisé pour l'instant. 

9. Propriétés de permanence 

Soit A — » B un homomorphisme local et étale, nous examinons ici quelques cas où 
une certaine propriété pour A entraîne la même propriété pour B, ou réciproquement. 
Un certain nombre de telles propositions sont déjà conséquences du simple fait que 
B est quasi-fini et plat sur A, et nous nous bornerons à en « rappeler » quelques- 
unes : A et B ont même dimension de Krull, et même profondeur (« codimension 
cohomologique » de Serre, dans la terminologie encore courante). Il en résulte par 
exemple que A est Cohen- Macaulay si et seulement si B l'est. D'ailleurs, pour tout 
idéal premier q de B, induisant p sur A, B q sera encore quasi-fini et plat sur A p , 
pourvu qu'on suppose que B soit localisée d'une algèbre de type fini sur A (cela 
résulte du fait que l'ensemble des points où un morphisme de type fini est quasi-fini 
resp. plat est ouvert) ; et d'ailleurs tout idéal premier p de A est induit par un idéal 
premier q de B (car B est fidèlement plat sur A). Il en résulte par exemple que p et q 
ont même rang ; et encore que A est sans idéal premier immergé si et seulement si B 
l'est. 

Nous allons nous borner donc aux propositions plus spéciales au cas des morphismes 
étales. 

Proposition 9.1 . — Soit A — > B un homomorphisme local étale. Pour que A soit 
régulier, il faut et il suffit que B le soit. 

En effet, soit k le corps résiduel de A, L celui de B. Comme B est plat sur A et 
que L = B®Ak, i.e. n = mi? (où m, n sont les idéaux maximaux de A, B) la filtration 
m-adique sur B est identique à sa filtration n-adique et on aura 

gr*(B) =gr*(A) ® k L. 
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Il s'ensuit que gr*(B) est une algèbre de polynômes sur L si et seulement si gr*(A) 
est une algèbre de polynômes sur k. cqfd. (N.B. on n'a pas utilisé le fait que L/k est 
séparable). 

Corollaire 9.2. — Soit f : X — » Y un morphisme étale. Si Y est régulier, X l'est, la 
réciproque étant vraie si f est surjectif. 

Proposition 9.2 . — Soit f : X — > Y un morphisme étale. Si Y est réduit, il en est de 
même de X, la réciproque étant vraie si f est surjectif. 

Cela équivaut au 

Corollaire 9.3 . — Soit f : A — > B un homomorphisme local étale, B étant isomorphe 
à une A-algèbre localisée d'une A-algèbre de type fini. Pour que A soit réduit, il faut 
et il suffit que B le soit. 

La nécessité est triviale, puisque A — » B est injectif (B étant fidèlement plat sur A). 
Suffisance : soient pi les idéaux premiers minimaux de A, par hypothèse l'application 
naturelle A — ► rii^/Pi es t injective, donc tensorisant avec le A-module plat B, on 
trouve que B — > YiiB/piB est injective, et on est ramené à prouver que les B/piB 
sont réduits. Comme B/piB est étale sur A/pi, on est ramené au cas A intègre. Soit K 
son corps des fractions, alors A — ► K étant injectif, il en est de même (B étant A-plat) 
de B — > B <&a K, on est ramener à prouver que ce dernier anneau est réduit. Or, B 
étant localisée d'une A-algèbre de type fini sur A, est l'anneau local d'un point x d'un 
schéma de type fini et étale X = Spcc(C) sur Y = Spec(A), donc B ®^ K est un 
anneau localisé (par rapport à un ensemble multiplicativement stable convenable) de 
l'anneau C ®a K de X ®a K. Comme X ®a K est étale sur K, son anneau est un 
produit fini de corps (extensions séparables de K), il en est donc de même de B®aK, 
cqfd. 

Corollaire 9.4. — Soit f : A — > B un homomorphisme local étale, supposons A ana- 
lytiquement réduit (Le. le complété A de A sans éléments nilpotents). Alors B est 
analytiquement réduit, et a fortiori réduit. 

En effet, B est fini et étale sur A, et on applique 9.3. 

Théorème 9.5. — Soit f : A — > B un homomorphisme local, B étant isomorphe à une 
algèbre localisée d'une A-algèbre de type fini. Alors : 

(i) Si f est étale, A est normal si et seulement si B l'est. 

(ii) Si A est normal, f est étale si et seulement si f est injectif et net (et alors B 
est normal par (i)). 

Nous allons donner deux démonstrations différentes de (i), la première utilise cer- 
taines des propriétés des morphismes plats quasi-finis (rappelés au début du numéro) 
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sans utiliser 7.6 (et par là, le Main Theorem) ; c'est l'inverse pour la deuxième dé- 
monstration. Enfin, pour (ii) il semble qu'on ait besoin du Main Theorem en tous 
cas. 

Première démonstration. — On utilise la condition nécessaire et suffisante suivante 
de normalité d'un anneau local noethcricn A de dimension ^ 0. 

Critère de Serre. — (i) Pour tout idéal premier p de A de rang 1, A v est normal (ou 
ce qui revient au même, régulier) ; (ii) Pour tout idéal premier p de A de rang ^ 2, 
on a profondeur A p ^ 2.^ 

Nous admettrons ici ce critère, qui est censé figurer au paragraphe des plats. Son 
principal avantage est qu'il ne suppose pas a priori A réduit, ni a fortiori intègre. Ici, 
on peut déjà supposer dimA = dim_B ^ 0. 

D'après les rappels du début du numéro, les idéaux premiers p de A qui sont de 
rang 1 (resp. de rang ^ 2) sont exactement les traces sur A des idéaux premiers q 
de B qui sont de rang 1 (resp. de rang ^ 2). Enfin, si p et q se correspondent, -B q est 
étale sur A p , donc a même profondeur que A p , et est régulier si et seulement si A p 
l'est (9.1). Appliquant le critère de Serre, on trouve que A est normal si et seulement 
si B l'est. 

Deuxième démonstration. — Supposons B normal, soit L son corps des fractions, K 
celui de A (A est intègre puisque B l'est). On a vu dans la démonstration de 9.3 que 
B <S>a K est un composé fini de corps, comme il est contenu dans L c'est un corps, et 
comme il contient B c'est L. Un élément de K entier sur A est entier sur B, donc est 
dans B puisque B est normal, donc dans A car B n K = A (comme il résulte du fait 
que B est fidèlement plat sur A). 

Supposons maintenant A normal, prouvons que B l'est. En vertu de 7.6 on aura 
B = B' n , où B' = A[t]/FA[t], F et n étant comme dans 7.6. Donc L = B®aK sera un 
localisé de B' '<E>aK = K[t]/FK[t], et un produit de corps ; extensions finies séparables 
de K ce dernier produit (comme chaque fois qu'on localise un anneau artinien, ici B' K 
par rapport à un ensemble multiplicativement stable) est un facteur direct de B' K , 
correspondant donc à une décomposition F = FiF 2 dans K[t], le générateur de L 
correspondant à t étant annulé déjà par F±. Or, A étant normal, les Fi sont dans 
A[t] (supposant qu'ils sont unitaires). Remarquant que B — > L = B ®a K est injectif 
(A — > K l'étant et B étant plat sur A) il s'ensuit qu'on aura déjà F\(u) = 0, avec 
u la classe de t dans L. Supposant qu'on ait pris F de degré minimum, il s'ensuivra 
que F 2 = 1 (N.B. on aura F'(u) = F[(u)F 2 (u) + F^ujF^u) = F[(u)F 2 (u) puisque 
Fi(it) = 0, d'où F[(u) ± puisque F' (u) ± 0.) 

Donc on a 

(*) L = B® A K = K[t}/FK[t] 



( 7 )Cf. EGA IV 5.8.6. 
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F étant par suite un polynôme séparable dans K[t] (mais évidemment par nécessaire- 
ment dans A[t]). (N.B. Pour l'instant, on a seulement montré, essentiellement, que 
dans 7.6 on peut choisir F et n de telle façon que — avec les notations prises ici - 
B' — > B' n = B soit injectif ; on s'est servi pour cela de la normalité de A ; je ne sais 
pas si cela reste vrai sans hypothèse de normalité). 

Rappelons maintenant le lemme bien connu, extrait du Cours de Serre de l'an 
dernier : 

Lemme 9.6. — Soient K un anneau, F G K[t] un polynôme unitaire séparable, 
L = K[t]/FK[t], u la classe de t dans L {de sorte que F'(u) est un élément inversible 
de L). Alors on a les formules (où n = degF) : 

tr L/K u i /F'(u) = Q si 0<i<n-l, 

tïL/KU^/F'iu) = 1. 

Corollaire 9.7 . — Le déterminant de la matrice (u J • u l / F' (u)) ^ij^n-i est égal à 
(— 1)™(™ -1 )/ 2 , donc inversible dans tout sous-anneau A de K. 

Corollaire 9.8. — Soient A un sous-anneau de K , V le A-module engendré par les 
u l (0 ^ i ^ n — 1) dans L, V' le sous- A-module de L formé des x G L tels que 
^l/k{ x u) G A pour tout y G V (i.e. pour y de la forme u % , ^ i ^ n — 1). Alors V' 
est le A-module ayant pour base les u 1 /F'(u) (0 < i ^ n — 1). 

Corollaire 9.9. — Supposons que K soit le corps des fractions d'un anneau intègre 
normal A, F ayant ses coefficients dans A. Alors avec les notations de 9.8, V contient 
la clôture normale A' de A dans L, qui est donc contenue dans A[u]/F'(u) et a fortiori 
dans A[u][F' (u)- 1 ]. 

Appliquons ce dernier corollaire à la situation que nous avions obtenue dans la 
démonstration : comme F'(u) est inversible dans B qui contient A[u], B contient A'. 
D'après le Main Theorcm, (ou à partir du fait que B = A[u]„) B est une algèbre 
localisée de A'. Comme A' est normal, il en est de même de B. 

Démonstration de (ii). — On procède comme dans la démonstration qui précède pour 
prouver qu'on peut, dans 7.6, choisir F de telle façon que l'on ait encore (*). Le seul 
obstacle a priori est que, B n'étant plus supposé plat sur A, on ne peut plus affirmer 
que B — > L est injectif, de sorte que le raisonnement ne s'appliquera a priori qu'à 
l'image B\ de B par ledit homomorphisme. Il s'ensuit aussitôt que B\ est plat sur A 
(comme localisée d'une algèbre libre sur A). En vertu de 4.8 le morphisme B — > B\ 
est étale, donc un isomorphisme, ce qui achève la démonstration. 

(Du point de vue rédaction, il faudrait intervertir les deux dernières démonstrations, 
et mettre dans un numéro à part les calculs formels du lemme et de ses corollaires). 

Corollaire 9.10. — Soit f : X — > Y un morphisme étale. Si Y est normal, X l'est, la 
réciproque est vraie si f est surjectif. 
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Corollaire 9.11 . — Soit f : X — > Y un morphisme dominant, Y étant normal et X 
connexe. Si f est net, f est étale, donc X est normal et par suite (étant connexe) 
irréductible. 

Soit U l'ensemble des points où / est étale, il est ouvert, et il suffit de montrer 
qu'il est aussi fermé et non vide. U contient l'image inverse du point générique de Y 
(car pour une algèbre sur un corps, non ramifié = étale) donc (X dominant Y) est 
non vide. Si x appartient à l'adhérence de U, alors il appartient à l'adhérence d'une 
composante irréductible Ui de U, donc à une composante irréductible Xi = U% de X 
qui rencontre U, et par suite domine Y (car toute composante de U, plat sur Y, 
domine Y). Par suite, si y est la projection de x sur Y, û v — » O x est injectif (compte 
tenu que 6 y est intègre). Comme û y est normal et û y — > G x net, on conclut à l'aide 
de 9.5(ii). 

Corollaire 9.12. — Soit f : X — » Y un morphisme de type fini dominant, avec Y nor- 
mal et X irréductible. Alors l'ensemble des points où f est étale est identique au 
complémentaire du support de 0, X /Y' *- e - au complémentaire du sous-préschéma de X 
défini par l'idéal différente Dx/Y ■ 

(C'est cela l'énoncé « moins trivial » auquel il était fait allusion dans la remarque 21 
du N°4.) 

Remarque. — On se gardera de croire qu'un revêtement étale connexe d'un schéma 
irréductible soit lui-même irréductible, quand on ne suppose pas la base normale. 
Cette question sera étudiée au N° 11. 

10. Revêtements étales d'un schéma normal 

Proposition 10.1 . — Soit X un préschéma étale séparé sur Y normal connexe de 
corps K. Alors les composantes connexes Xi de X sont intègres, leurs corps Ki 
sont des extensions finies séparables de K, Xi s'identifie à une partie ouverte non 
vide du normalisé de X dans Ki (donc X à une partie ouverte dense du normalisé 
de Y dans R(X) = L = \[Ki). 

D'après 9.10 X est normal, a fortiori ses anneaux locaux sont intègres, donc les 
composantes connexes de X sont irréductibles. Comme Xi est normal, et fini et dom- 
inant au-dessus de Y, il résulte d'un cas particulier (à peu près trivial d'ailleurs) du 
Main Theorem que Xi est un ouvert du normalisé de X dans le corps Ki de X. 

Corollaire 10.2. — Sous les conditions 10.1, X est fini sur Y (i.e. un revêtement étale 
de Y) si et seulement si X est isomorphe au normalisé Y' de Y dans L = R(X) 
(anneau des fonctions rationnelles sur X). 
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En effet, on sait que ce normalisé est fini sur Y (Y étant normal et R/K séparable), 
inversement si X est fini sur Y il l'est sur Y', donc son image dans Y' est fermée, 
d'autre part elle est dense. 

Une algèbre L de rang fini sur K sera dite non ramifiée sur X (ou simplement 
non ramifiée sur K, si X est sous-entendu) si L est une algèbre séparable sur K, 
i.e. composée directe d'extensions séparables JQ, et si le normalisé Y 1 de Y dans L 
(somme disjointe des normalisés de Y dans les Kf) est non ramifié (= étale par 9.11) 
sur Y. Donc : 

Corollaire 10.3. — Pour tout X fini sur Y et dont toute composante irréductible 
domine Y, soit R{X) Vanneau des fonctions rationnelles sur X (produit des an- 
22 neaux locaux des points génériques des composantes irréductibles de X), de sorte que 
X i ► R{X) est un fondeur, à valeurs dans les algèbres de rang fini sur K = R(Y). Ce 
fondeur établit une équivalence de la catégorie des revêtement étales connexes de Y 
avec la catégorie des extensions L de K non ramifiées sur Y. 

Le foncteur inverse est le foncteur normalisation. 

Supposons Y affine, donc défini par un anneau normal A de corps des fractions K. 
Soit L une extension finie de K composé directe de corps, alors par définition la 
normalisée Y' de Y dans L est isomorphe à Spec(-A'), où A' est le normalisé de A 
dans L. Dire que L est non ramifié sur Y signifie que A' est non ramifié (ou encore : 
étale) sur A. Si A est local, il revient au même de dire que les anneaux locaux A' n 
(où n parcourt l'ensemble fini des idéaux maximaux de A' , i.e. de ses idéaux premiers 
induisant l'idéal maximal m de A) soient non ramifiés (= étales) sur l'anneau local A. 
Enfin, notons aussi que le critère par le discriminant (4.10) peut aussi s'appliquer dans 
cette situation (plus généralement, une variante dudit critère devrait s'énoncer ainsi, 
sans condition préliminaire de platitude lorsque X domine Y, Y étant néanmoins 
supposé localement intègre : A — > B et B — > B®aK = L sont injectifs — alors tr L / K 
est définie — et tr L / K (xy) induit une forme bilinéaire fondamentale B x B — > A, 
i.e. il existe des ï, G B (1 < i ^ n, n = rang de L sur K) tels que tr(xiXj) G A pour 
tout i, j et det(tr(a;ja;j)) est inversible dans A). 

Le sorite (4.6) implique aussitôt le sorite de la non ramification dans le cadre 
classique : 

Proposition 10.4. — Soit Y un préschéma normal intègre, de corps K. (i) K est non 

ramifié sur Y . (ii) Si L est une extension de K non ramifiée sur Y, si Y' est un 
préschéma normal de corps L et dominant Y (par exemple le normalisé de Y dans L) 
et M une extension de L non ramifiée sur Y' , alors M/K est non ramifiée sur X 
(transitivité de la non ramification), (iii) Soit Y' un préschéma normal intègre dom- 
inant Y, de corps K' / K ; si L est une extension de K non ramifiée sur Y, alors 
L ®k K' est une extension de K' non ramifiée sur Y' (propriété de translation) . 



23 



De plus 



10. REVÊTEMENTS ÉTALES D'UN SCHÉMA NORMAL 



19 



Corollaire 10.5. — Sous les conditions de (iii), si Y = Spec(^4), Y' = Spec(^4') ; alors 
le normalisé A' de Y' dans L' = L®kK' s'identifie à A®aA' } où A est le normalisé 
de A dans L. 

Habituellement, les gens (qui répugnent à la considération d'anneaux non intègres, 
fussent-ils composés directs de corps) énoncent la propriété de translation sous la 
forme (plus faible) suivante : 

Corollaire 10.6 . — Sous les conditions de (iii), soit L\ une extension composée 
de L/K (non ramifiée sur Y) et de K'/K. Alors L\/K' est non ramifiée sur Y'. 
Dans le cas où Y = Spec(^4), Y' = Spec(A'), on aura de plus 

A 7 = A[~À, A'} 

i.e. l'anneau A' normalisé de A' dans L\ est la A-algèbre engendrée par A' et le 
normalisé A de A dans L. 

Ce dernier fait est d'ailleurs faux sans hypothèse de non ramification, même dans 
le cas d'extensions composées de corps de nombres... 

Pour terminer ce numéro, nous allons donner l'interprétation de la notion de revête- 
ment étale correspondant à l'image intuitive de cette notion : il doit y avoir le « nom- 
bre maximum » de points au-dessus du point considéré y € Y , et en particulier il 
ne doit pas y avoir « plusieurs points confondus » au-dessus de y. Pour démontrer 
les résultats dans ce sens avec toute la généralité désirable, nous allons admettre 
ici la proposition 10.7 plus bas (dont la démonstration sera dans le multiplodoque, 
Chap. IV, par. 15, et utilise la technique des ensembles constructibles de Chevallcy, et 
un petit peu de théorie de descente...). 

Un morphisme de type fini /: X — » y est dit universellement ouvert si pour 
toute extension de la base Y' — > Y (avec Y' localement noethérien) le morphisme 
/': X' = X Xy Y' — » Y' est ouvert, i.e. transforme ouverts en ouverts. On peut 
d'ailleurs se borner au cas où Y' est de type fini sur Y (et même où Y' est de la 
forme Y[ti, . . . , t r ], où les tj sont des indéterminées). Un morphisme universellement 
ouvert est a fortiori ouvert (la réciproque étant fausse), d'autre part si / est ouvert, 
X et Y étant irréductibles, alors toutes les composantes de toutes les fibres de / 
ont même dimension (savoir la dimension de la fibre générique / _1 (z), z le point 
générique de Y). Enfin si Y est normal, cette dernière condition implique déjà que 
/ est universellement ouvert (théorème de Chevalley). Il s'ensuit par exemple que 
si /: X —> Y est un morphisme quasi- fini, avec Y normal irréductible, alors / est 
universellement ouvert (ou encore : ouvert) si et seulement si toute composante irré- 
ductible de X domine Y. Rappelons aussi qu'un morphisme plat (de type fini) étant 
ouvert, est aussi universellement ouvert. Ces préliminaires posés, « rappelons » la 

Proposition 10.7 . — Soit f:X^Y un morphisme quasi-fini séparé universellement 
ouvert. Pour tout y e Y , soit n(y) le « nombre géométrique de points de la fibre 
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f~ 1 (y) », égal à la somme des degrés séparables des extensions résiduelles k(x)/k(y), 
pour les points x G f^ 1 (y). Alors la fonction y i— > n(y) sur Y est semi-continue 
supérieurement. Pour qu'elle soit constante au voisinage du point y (i.e. pour qu'on 
ait n(y) = n(zi), où les Zi sont les points génériques des composantes irréductibles 
de Y qui contiennent y) il faut qu'il existe un voisinage U de y tel que X\U soit fini 
sur US 8 Î 

Corollaire 10.8. — Si y ^ n(y) est constante et Y géométriquement unibranche^ , 
les composantes irréductibles de X sont disjointes. 

Proposition 10.9. — Soit f : X — » Y un morphisme étale séparé. Avec les nota- 
tions 10.7 la fonction y i— > n(y) est semi-continue supérieurement. Pour qu'elle soit 
constante au voisinage du point y, (i.e. pour qu'on ait n(y) = n(zi), où les Zi sont les 
points génériques des composantes irréductibles de Y qui contiennent y) il faut et il 
suffit qu 'il existe un voisinage ouvert U de y tel que X \ U soit fini sur U, i. e. soit un 
revêtement étale de U. 

Corollaire 10.10. — Pour qu'un morphisme étale séparé f:X^Y,Y connexe, soit 
fini (i.e. fasse de X un revêtement étale de Y) il faut et il suffit que toutes les fibres 
de f aient même nombre géométrique de points. 

Dans 10.7 et son corollaire, il n'y avait pas d'hypothèse de normalité sur Y. Si 
on fait une telle hypothèse, on trouve l'énoncé plus fort (pris le plus souvent comme 
définition de la non ramification d'un revêtement) : 

Théorème 10.11. — Soit f:X — > Y un morphisme quasi- fini séparé. On suppose 
que Y est irréductible, que toute composante de X domine Y , que X soit réduit 
(i.e. ûx sans éléments nilpotents). Soit n le degré de X sur Y (somme des degrés, 
sur le corps K de Y, des corps Ki des composantes irréductibles Xi de X). Soit y un 
point normal de Y . Alors le nombre géométrique n(y) de points de X au-dessus de y 
est ^ n, l'égalité ayant lieu si et seulement si il existe un voisinage ouvert U de y tel 
que X\U soit un revêtement étale de U . 

Le « seulement si » étant trivial, prouvons le « si ». Soit z le point générique 
de y, on a n(z) = (somme des degrés séparables des Ki/K) < n et par 10.7 on 
a n(y) < n(z) < n, l'égalité impliquant que X\U est fini sur U pour un voisinage U 
convenable de y. On peut donc supposer X fini sur Y et la fonction n(y') sur Y con- 
stante. Enfin par 10.8 X est alors réunion disjointe de ses composantes irréductibles 
et pour prouver qu'il est non ramifié en y, on est ramené au cas où X est irréductible, 
donc intègre. Enfin on peut supposer Y = Spec(^). Le théorème se réduit alors à 
l'énoncé classique suivant : 



< 8 )Cf. EGA IV 15.5.1 

( 9 )Pour la définition, cf. ci-dessous n° 11, p. 21 
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Corollaire 10.12. — Soient A un anneau local normal (noethérien comme toujours) 
de corps K, L une extension finie de K de degré n, degré séparable n s , B un sous- 
anneau de L fini sur A, de corps des fractions L, m l'idéal maximal de A et n' le degré 
séparable de B/mB sur A/mA = k (= somme des degrés séparables des extensions 
résiduelles de cet anneau). On a n' ^ n s et a fortiori n 1 < n. Cette dernière inégalité 
est une égalité si et seulement si B est non ramifié (= étale) sur A. 

Il reste seulement à montrer que n' = n implique que B est étale sur A. Rappelons 
la démonstration quand k est infini : on doit seulement montrer que R = B/mB est 
séparable sur k ; s'il n'en était pas ainsi il en résulterait (par un lemme connu) qu'il 
existe un élément a de R dont le polynôme minimal sur k est de degré > n' . Cet 
élément provient d'un élément x de B, dont le polynôme minimal sur K (en tant 
qu'élément de L) est de degré < n ; d'autre part ce dernier a ses coefficients dans A 
puisque A est normal, et donne donc par réduction mod m un polynôme unitaire 
F G k[t], de degré ^ n = n' , tel que F(a) = 0, absurde. 

Dans le cas général (k pouvant être fini), reprenant le langage géométrique, on 
considère Y' = Spcc(A[t]) qui est fidèlement plat sur Y, et le point générique y' 
de la fibre Spec(fe[i]) de Y' sur y. Alors X est net sur F en y si et seulement si 
X' = X Xy Y' = Spec(B[t]) est net en y' sur Y', comme on constate aussitôt. D'autre 
part, d'après le choix de y', son corps résiduel est k(t) donc infini. Comme y' est un 
point normal de Y', on est ramené au cas précédent. 

11. Quelques compléments 

Nous avons déjà dit qu'un revêtement étale connexe d'un schéma intègre n'est pas 
nécessairement intègre. Voici deux exemples de ce fait. 

a) Soit C une courbe algébrique à point double ordinaire x, C sa normalisée, a et b 
les deux points de C" au-dessus de x. Soient C- (i = 1, 2) deux copies de C", a t et 6j 
le point de C[ qui correspond à a resp. b. Dans la courbe somme C[ II C^, identifions 
ai et bi d'une part, a-i et b\ d'autre part (on laisse au lecteur le soin de préciser le 
processus d'identification ; il sera expliqué au Chap. VI du multiplodoque mais, dans 
le cas des courbes sur un corps algébriquement clos, est traité dans le livre de Serre 
sur les courbes algébriques). On trouve une courbe C" connexe et réductible^ qui est 
un revêtement étale de degré 2 de C. Le lecteur vérifiera que de façon générale, les 
revêtements étales connexes « galoisiens » C" de C dont l'image inverse C" XpC" est 
un revêtement trivial de C (i.e. isomorphe à la somme d'un certain nombre de copies 
de C) sont « cycliques » de degré n, et pour tout entier n > 0, on peut construire un 
revêtement étale connexe cyclique de degré n. Dans le langage du groupe fondamental 
qui sera développé plus tard, cela signifie que le quotient de ^i(C) par le sous-groupe 
invariant fermé engendré par l'image de 7Ti(C") — ► 7i"i(C) (homomorphisme induit 
par la projection) est isomorphe au compactifié de Z. De façon plus précise, on doit 
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pouvoir montrer que le groupe fondamental de C est isomorphe au produit libre 
(topologique) du groupe fondamental de C par le compactifié de Z. Notons que ce 
sont des questions de ce genre qui ont donné naissance à la « théorie de la descente » 
pour les schémas. 

b) Soit A un anneau local complet intègre, on sait que son normalisé A' est fini 

27 sur A (Nagata), donc c'est un anneau semi-local complet, donc local puisqu'il est 
intègre. Supposons que l'extension résiduelle L/k qu'il définit soit non radiciellc (dans 
le cas contraire, on dira que A est géométriquement unibranche, cf. plus bas). Ce sera 
le cas par exemple pour l'anneau R[[s, £]]/(s 2 + £ 2 )R[[s, t]], où R est le corps des réels. 
Soit alors k' une extension galoisienne finie de k telle que L ®fc k! se décompose ; et 
soit B une algèbre finie étale sur A correspondant à l'extension résiduelle k' (rappelons 
que B est essentiellement unique). Alors B' = A' ®^ B sur B a l'algèbre résiduelle 
L <S>k k' qui n'est pas locale, donc B' n'est pas un anneau local donc (étant complet) 
a des diviseurs de 0. Comme il est contenu dans l'anneau total des fractions de B 
(car libre sur A' donc sans torsion sur A' donc sans torsion sur A, donc contenu 
dans B' ®a K = = A'^ ®k B(k) — B(K) puisque A'^ = K) il s'ensuit 
que B n'est pas intègre. Dans le cas de l'anneau R[s , t] / (s 2 + t 2 )H[s,t], prenant 
k'/k = C/R, on trouve pour B l'anneau local de deux droites sécantes du plan 
en leur point d'intersection. 

Notons d'ailleurs que s'il existe un revêtement connexe étale X de Y intègre qui 
ne soit pas irréductible, alors toute composante irréductible de X donne un exemple 
d'un revêtement non ramifié X' de Y , dominant Y , qui n'est pas étale sur Y . Dans le 
cas de l'exemple a), on obtient ainsi que C" est non ramifié sur C, sans être étale en 
les deux points a et b (comme on constate d'ailleurs directement par inspection des 
complétés des anneaux locaux de x et a : du point de vue « formel », C" au point a 
s'identifie à un sous-schéma fermé de C au point ce, savoir l'une des deux « branches » 
de C passant par x). 

Dans a) et b), on voit que la non validité des conclusions de 9.5. (i) et (ii) est liée 
directement au fait qu'un point de Y « éclate » en des points distincts du normal- 
isé (dans b), le fait que l'extension résiduelle soit non radicielle doit être interprétée 
géométriquement de cette façon). De façon précise, nous dirons qu'un anneau local 
intègre A est géométriquement unibranche si son normalisé n'a qu'un seul idéal maxi- 
mal, l'extension résiduelle correspondante étant radicielle ; un point y d'un préschéma 
intègre est dit géométriquement unibranche si son anneau local l'est. Exemples : un 
point normal, un point de rebroussement ordinaire d'une courbe, etc. Il semble que si 

28 Y admet un point qui n'est pas unibranche, il existe toujours un revêtement étale con- 
nexe non irréductible de Y ; c'est du moins ce que nous avons montré dans le cas b), 
lorsque Y est le spectre d'un anneau local complet. On peut montrer par contre que si 
tous les points de Y sont géométriquement unibranches, alors tout Y -préschéma non 
ramifié connexe dominant Y est étale et irréductible. La démonstration reprend celle 
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de 9.5, en utilisant la généralisation suivante du théorème 8.3, qui sera démontrée plus 
tard à l'aide de la technique de descente^ 10 ) : 

Soit Y' — > Y un morphisme fini, radiciel, surjectif (i.e. ce qu'on pourrait appeler 
un « homéomorphisme universel» ). Considérons le joncteur X X Xy Y' = X' 
des Y -préschémas dans les Y' -préschémas. Ce fondeur induit une équivalence de la 
catégorie des Y-schémas étales avec la catégorie des Y' -schémas étales. On pourra 
appliquer par exemple ce résultat dans le cas où Y' est le normalisé de Y, Y étant 
supposé unibranche (et Y' fini sur Y, ce qui est vrai dans tous les cas qu'on rencontre 
en pratique), ou au cas d'un Y" « en sandwich » entre Y et son normalisé (qui n'a 
plus besoin d'être fini sur Y). 



( 10 'Cf. IX 4.10. Pour une démonstration plus directe, cf. EGA IV 18.10.3, utilisant une variante 
de 9.5 pour des anneaux locaux géométriquement unibranches. 



EXPOSÉ II 



MORPHISMES LISSES : 
GÉNÉRALITÉS, PROPRIÉTÉS DIFFÉRENTIELLES 



Les renvois à l'exposé I sont indiqués par I. On rappelle que les anneaux sont 
noethériens, et les préschémas localement noethériens. 

1. Généralités 

Soit Y un préschéma, soient ii, . . . , t n des indéterminées, on pose 

(î.i) Y[t u ...,t n ] = y® z z[ti,...,*„]. 

Donc Y" [ii, . . . , t n ] est un y-schéma, affine au-dessus de Y, défini par le faisceau quasi- 
cohérent d'algèbres ûy[ti, ■ ■ ■ ,t n ]. La donnée d'une section de ce préschéma au-dessus 
de y équivaut donc à la donnée de n sections de 0y (correspondant aux images des U 
par l'homomorphisme correspondant). Si Y' est au-dessus de Y, on a 

(1.2) Y[t u ...,t n ] x Y Y> = Y'[t u ...,t n ], 

(ce qui implique que la donnée d'un y-morphisme de Y' dans Y[t\, . . . ,t n ] équivaut 
à la donnée de n sections de ûy), d'autre part on a 

(1.3) (^[^li • ■ • î tn]) [tn+1, • • ■ 7 tm] = y[il; • ■ • 7 tm], 

en vertu de la formule analogue pour les anneaux de polynômes sur Z. La formule (1.2) 
implique que y[ii, . . . ,t n ] varie fonctoriellcment avec Y . 
y [il, . . . , i„] est de type fini et plat au-dessus de Y. 

Définition 1.1 . — Soit / : X — » Y un morphisme, faisant de X un y-préschéma. On 
dit que / est lisse^ en x G X, ou que X est lisse sur Y en x, s'il existe un entier 
n ^ 0, un voisinage ouvert U de x, et un y-morphismc étale de U dans Y[t\, . . . ,t n \. 
On dit que / (resp. X) est lisse s'il est lisse en tous les points de X. Une algèbre B sur 
un anneau A est dite lisse en un idéal premier p de B, si Spec(B) est lisse sur Spec(A) 



(^Ancienne terminologie : / est simple en x, ou x est un point simple pour /. Cette terminologie 
prêtait à confusion dans divers contextes (algèbres simples, groupes simples) et a dû être abandonnée. 
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30 au point p ; B est dite lisse sur A si elle est lisse sur A en tout idéal premier p de B. 
Enfin, un homomorphisme local A — » B d'anneaux locaux est dit lisse (ou B est dite 
lisse sur A)^ si B est localisée d'une algèbre de type fini B\ lisse sur A. 

On note que la notion de lissité de X sur Y est locale sur X et sur Y ; si X est 
lisse sur Y, il est localement de type fini sur Y. 

Proposition 1.1. — L'ensemble des points x de X en lesquels f est lisse est ouvert. 

C'est trivial sur la définition. 

Corollaire 1.2. — Si B est lisse sur A en p, alors il est lisse sur A en q pour tout idéal 
premier q de B contenu dans p. 

1.1 implique aussi que les deux dernières définitions f.l coïncident dans leur do- 
maine commun d'existence. 

Proposition 1.3. — (i) Un morphisme étale, en particulier une immersion ouverte, un 
morphisme identique, est lisse, (ii) Une extension de la base dans un morphisme lisse 
donne un morphisme lisse, (iii) Le composé de deux morphismes lisses est lisse. 

(i) est trivial sur la définition, on a plus précisément : 
Corollaire 1.4. — étale = quasi-fini + lisse. 

(ii) résulte aussitôt du fait analogue pour les morphismes étales (I 4.6) et pour 
les projections Y[t\, . . . ,t n ] — » Y (cf. (1.2)). Pour (iii), cela résulte formellement 
du fait que c'est vrai séparément pour « étale » (I 4.6) et des projections du type 
Y[ti, . . . , t n ] — -> Y (cf. (1.3)), et des deux faits cités pour (ii) : Supposons Y lisse 
sur Z et X lisse sur Y, prouvons que X est lisse sur Z ; on peut supposer Y étale 
sur Z[t\, . . . , t n ] et X étale sur Y[si, . . . , s m ], la première hypothèse implique donc 
que Y[si, . . . , s m ] est étale sur Z[ti, . . . , i n ][si, ■ • • , s m] — Z[ti,. .., s m ], donc X est 
étale sur Z[ti, . . . , s m ], cqfd. 

Remarque 1.5. — L'entier n qui figure dans déf. 1.1 est bien déterminé, car on constate 

31 aussitôt que c'est la dimension de l'anneau local de x dans sa fibre / _1 (/(x)). On 
l'appelle « dimension relative » de X sur Y. Elle se comporte additivement pour la 
composition des morphismes. 



( 2 )ll vaut mieux dire alors, comme dans EGA IV 18.6.1, que B est « essentiellement lisse » sur A. 
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2. Quelques critères de lissité d'un morphisme 

Théorème 2.1. — Soit /: X — > Y un morphisme localement de type fini, soit x G X 
et y = f(x). Pour que f soit lisse en x, il faut et il suffit que (a) / soit plat en x, et 
(b) ,f^ 1 (y) soit lisse sur k(y) en x. 

Le composé de deux morphismes plats étant plat, et Y[t\, . . . ,t n ] — > Y étant un 
morphisme plat, on voit que lisse implique plat ; compte tenu de 1.3 (ii) cela prouve la 
nécessité. Supposons (a) et (b) vérifiées, soient V un voisinage affine de y d'anneau A, 
U un voisinage affine de x au-dessus de V, d'anneau B. Prenant U assez petit, on 
peut supposer par (b) qu'il existe un fc(y)-morphisme étale 

9- U\r\y) — ►Specfc[ii,...,t n ] (k = k(y)) 

défini par n sections g, du faisceau structural de U\f~ 1 (y). On constate facilement 
qu'on peut supposer que les g, (qui a priori sont des éléments de B ®a k — BS , 
où S = A — p, p l'idéal premier de A correspondant à y) proviennent de sections du 
faisceau structural de U, donc que g est induit par un morphisme, encore noté g 

g: U — ► Y[t\, ...,t n ] 

(quitte à multiplier les gi par un même élément non nul de k). Or U est plat sur Y 
par (a), il en est de même de Y\t\, . . . , t n ], d'autre part g induit un morphisme étale 
entre les fibres au-dessus de y, donc g est étale en x par (I 5.8), cqfd. 

Corollaire 2.2. — Soient S un préschéma, f: X — > Y un S -morphisme de type fini, 
Y étant de type fini et plat sur S , x G X , s la projection de x sur S . Pour que f soit 
lisse en x, il faut et il suffit que X soit plat {ou encore : lisse) sur S en x, et que le 
morphisme f s : X s — > Y s induit sur les fibres de s soit lisse en x. 

Seule la suffisance demande une démonstration, et résulte du critère 2.1, joint au 
critère de platitude (1 5.9). 

Pour énoncer le résultat suivant, « rappelons » qu'un morphisme /: X — » Y locale- 
ment de type fini est dit équidimensionnel en le point ïGXsi (posant y = f(x)) on 
peut trouver un voisinage ouvert U de x, dont toute composante domine une com- 
posante de Y tel que, pour tout y' G Y, les composantes irréductibles de /~ 1 (y') n U 
aient toutes une même dimension indépendante de y'. Il suffit d'ailleurs dans cette 
condition de prendre pour y 1 les points génériques des composantes irréductibles de Y 
passant par y, et le point y. Si par exemple X et Y sont intègres et / dominant, 
la condition signifie que les composantes des f~ 1 {y) passant par x ont « la bonne » 
dimension, i.e. la dimension de la fibre générique (rappelons qu'elles sont toujours 
^ la dimension de la fibre générique). Si / est équidimensionnel en x, la dimension 
de sa fibre en x étant n, et si g: U — > Y' = Y[t\, . . . ,t n ] est un F-morphisme d'un 
voisinage U de x, induisant un morphisme sur les fibres de y qui est quasi-fini en 
x (ou encore, ce qui revient au même, si g est quasi- fini en x), alors on montre que 
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toute composante irréductible de U passant par x domine une composante irréductible 
de Y'. D'ailleurs en vertu du « lcmme de normalisation », un tel g existe toujours (et 
réciproquement, s'il existe un K-morphismc quasi-fini g d'un voisinage ouvert U de x 
dans un F-schéma de la forme Y' = Y[t\, . . . , t n ], tel que toute composante de U 
passant par x domine une composante de Y', alors / est équidimensionnel en x). Ceci 
posé : 

Proposition 2.3 . — Soient f:X — » Y un morphisme localement de type fini, x un 
point de X, y — f(x), on suppose y normal. Pour que f soit lisse en x, il faut et il 
suffit que f soit équidimensionnel en x, et que f^ 1 (y) soit lisse sur k(y) en x. 

On voit aussitôt sur la définition qu'un morphisme lisse est équidimensionnel (N.B. 
un morphisme plat de type fini n'est pas nécessairement équidimensionnel en x, même 
si sa fibre en x est irréductible). Prouvons la réciproque. Comme / _1 (y) est lisse 
sur k(y) en x, on peut supposer (remplaçant au besoin X par un voisinage convenable 
de x) qu'il existe un Y-morphismc 

g: X ^Y[t 1 ,...,t n ]=Y' 

induisant un morphisme étale sur les fibres de y, et a fortiori quasi-fini en x. Donc g 
est non ramifié, et (/ étant équidimensionnel en x) les composantes irréductibles de X 
passant par x dominent chacun une composante de y, a fortiori l'homomorphisme 
ûyi — » û x déduit de g (où y 1 = g(x)) est injectif. Cet homomorphisme est de plus non 
ramifié, et û y > est normal puisque localisé de l'anneau & y \t\, ■ ■ ■ ,t n ], qui est normal 
puisque â y l'est. Donc l'homomorphisme 6 y i — > û x est étale (I 9.5 (ii)). 

Remarques 2.4 . — L'énoncé précédent vaut encore en remplaçant l'hypothèse que û y 
est normal par l'hypothèse plus faible que Y est géométriquement unibranche en 
y, (cf. 1 f f) — puisque (I 9.5) vaut sous cette hypothèse. Profitons de l'occasion 
pour signaler en même temps que si le corps résiduel d'un anneau local intègre A 
est algébriquement clos, alors analytiquement intègre (i.e. A est intègre) implique 
géométriquement unibranche, la réciproque étant vraie de plus dans toute catégorie de 
« bons anneaux », de façon précise dans une catégorie d'anneaux stable par les opéra- 
tions usuelles, et où la complétion d'un anneau local normal est normale (condition 
remplie, en vertu du « théorème de normalité analytique » de Zariski, dans la catégorie 
des algèbres affines et leurs localisées)^. 

« Rappelons » enfin dans le contexte actuel le résultat suivant, dû à Hironaka^ 4 ) 
qui permet parfois de s'assurer que f~ 1 (y) est un schéma réduit, i.e. que c'est aussi 
ce que de nombreux géomètres algébristes considéraient abusivement comme la fibre 
(sans multiplicité) de / au-dessus de x (savoir / _1 (y) r éd) : 



< 3 )Cf. EGA IV 7.8. 
< 4 )Cf. EGA IV 5.12.10. 
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Proposition 2.5. — Soient f : X — » Y un morphisme dominant de type fini de présché- 
mas réduits, y un point de Y tel que G y soit régulier. On suppose que toutes les com- 
posantes de f^ 1 {y) sont de multiplicité 1 (cf. définition plus bas), et que / _1 (î/) r éd 
est normal. Alors f^ 1 {y) est réduit donc normal, X est normal en tous les points 
de f~ 1 (y), enfin X est plat sur Y en tous les points de f~ 1 (y). 

On dit qu'une composante Z de f^ 1 (y) est de multiplicité 1 si, x désignant le 34 
point générique de Z, on a (i) dim û x = dim G y (i.e. Z n'est pas « composante ex- 
cédentaire », c'est-à-dire n'est pas « de dimension trop grande » ; (ii) l'idéal maximal 
de û x est engendré par l'idéal maximal de û y (qui a priori, en vertu du choix de x, 
engendre un idéal de définition de û x ). 

Compte tenu de 2.3 ou de 2.1 on trouve donc : 

Corollaire 2.6. — Soient f:X—>-Yun morphisme dominant de type fini de présché- 
mas réduits, y un point de Y tel que û y soit régulier. Pour que f soit lisse aux 
points de X au-dessus de y, il faut et il suffit que les composantes de f (y) soient 
de multiplicités 1, et que f~ 1 (y) T éd soit lisse sur k(y). 

Cette situation était surtout considérée par le passé quand Y était le spectre d'un 
anneau de valuation discrète A, et était désignée communément sous des vocables tels 
que : « si la réduction de X par rapport à la valuation donnée est jolie »... De plus, 
X désignait alors un sous-schéma (si on peut dire) fermé d'un (K étant le corps 
des fractions de A) et faute d'un langage adéquat, le rôle plus intrinsèque d'un objet 
« défini sur A » (et non seulement sur K) n'apparaissait guère. 



3. Propriétés de permanence 

Proposition 3.1. — Soit f ': X — > Y un morphisme, soit x G X et y = f(x). Supposons 
f lisse en x. Pour que G x soit réduit (resp. régulier, resp. normal) il faut et il suffit 
que G y le soit. 

Cet énoncé est en effet connu quand X est de la forme Y [t\, . . . , t n ], et il est 
démontré dans (I, n° 9) pour un morphisme étale ; le cas général s'en déduit aussitôt 
grâce à la définition 1.1. 

Nous ne détaillons pas ici les autres propriétés de permanence, résultant déjà de 
la seule platitude, ou du fait que X est localement quasi-fini et plat au-dessus d'un 
F- préschéma de la forme Y[t\, . . . ,t n ] (ou, comme nous dirons, que X est Cohen- 35 
Macaulay au-dessus de Y). Signalons seulement que de ce dernier fait résulte que 

(3.1) dim G x — dim G y + n — d, prof X = prof â y + n — d, 
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où n est la dimension de la fibre de / en x, et d le degré de transcendance de k(x) 
sur k(y), d'où (posant coprof = dim — prof)^ 5 ) 

(3.2) coprof 6 X = coprof G y . 

Il en résulte par exemple que G x est Cohen-Macaulay (resp. sans composantes im- 
mergées) si et seulement si il en est de même de û y . 

4. Propriétés différentielles des morphismes lisses 

Pour simplifier, nous nous restreindrons pour l'essentiel au calcul différentiel d'or- 
dre 1, nous bornant à de rapides indications pour l'ordre supérieur (où les résultats 
sont tout aussi simples). 

Pour la définition du faisceau des 1-différentielles ^xj Y d'un !"-préschéma X, 
cf. (I N° 1). Supposons que X et Y soient des S-préschémas, le morphisme structural 
/: X — > Y étant un S-morphisme. Alors / définit un homomorphisme de Modules 
(compatible avec /) 

(4.1) r--^/s^ Q hs 

en d'autres termes, est contravariant en le «S-préschéma X. D'ailleurs (4.1) 

équivaut à un homomorphisme de Modules sur X 

(4.1bis) f*{ n Y/s)^ n x/s 

également dénoté par /* à défaut de mieux, et qui s'insère dans une suite exacte 
canonique d'homomorphismes de Modules 

(4.2) r^Y/s) — ^x/s — ^x/y — 

Tous ces homomorphismes sont définis par la condition d'être de nature locale (ce qui 
ramène au cas affine) et de commuter avec les opérateurs d. L'exactitude de (4.2) est 
classique et triviale, et se transcrit dans le cas affine en la suite exacte (correspondant 
à un homomorphisme B — » C de A-algèbres) : 

(4.2bis) — >n 1 c/A — >n 1 c/B — >o 

Lemme 4.1 . — Soit f: X — > Y un morphisme de S -préschémas. Si f est non rami- 
fié (resp. étale) alors f*(^ Y /s) ~ * ^x/S es ^ sur j ec W (resp. un isomorphisme) . La 
réciproque est vraie dans le cas « non ramifié », si f est supposé localement de type 
fini. 



( 5 )Pour ces formules, cf. EGA IV 6.1 et 6.3. 
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Le cas non ramifié résulte de la suite exacte (4.2) et de (I 3.1), mais peut aussi se 
voir directement comme le cas étale. Considérons le diagramme 

X >X x Y X >X x s X 



Y >Y x s Y 

dans lequel XxyX s'identifie au produit fibré de Y et X x s X sur Y XsY. Comme / 
est non ramifié, X — » XxyX est une immersion ouverte, donc le faisceau « conormal » 
de l'immersion composée A x /s de cette dernière avec X Xy X ^ X x s X est isomor- 
phe à l'image inverse sur X du faisceau conormal pour l'immersion XxyX ->Ix S X. 
D'autre part, X — > Y étant étale donc plat, X x s X ^ Y x s Y est plat, donc le fais- 
ceau conormal pour l'immersion X Xy X ^> X x s X est isomorphe à l'image inverse 
du faisceau conormal pour l'immersion Y — > Y Xg Y, i.c. l'image inverse de ^ Y / S - La 
conclusion en résulte. 

Lemme 4.2 . — Soit X = Y[ti, . . . ,t n ], Y étant un S-préschéma. Alors la suite d'ho- 
momorphismes canoniques 

> f*(&Y/s) > ^X/S * ^X/Y * 

est exacte et fi x /Y est libre de base les dx/yU- 

La vérification (purement affine) est immédiate. (N.B. on connaît déjà l'exactitude 
de (4.2)). 

Combinant ces deux énoncés et définition 1.1, on trouve 

Théorème 4.3 . — Soient / : X — » Y un morphisme lisse de S -préschémas, alors : 

(i) La suite d'homomorphismes canoniques 

> Î*{Py/s) > ^X/S * ^X/Y > 

est exacte. 

(ii) ^ X jy est localement libre, son rang n en x est égal à la dimension relative de f 
en x. 

Corollaire 4.4 . — L'homomorphisme f*(^ Y /s) ~~ * ^x/s es ^ * n i ec ^/; son image dans 
O x js es t localement facteur direct. 

Soit u: F — > G un homomorphisme de Modules sur le préschéma X, on dit qu'il 
est universellement injectif en x 6 X, si l'homomorphisme F x — ► G x de ^-modules 
est injectif, et reste tel par tensorisation avec toute ^-algèbre (ou, ce qui revient au 
même d'ailleurs, avec tout ^-module). Il suffit par exemple qu'il existe un voisinage 
ouvert U de x tel que u induise un isomorphisme de F\U sur un facteur direct de G\U, 
cette condition est aussi nécessaire lorsque F et G sont libres (et de type fini) dans un 
voisinage de x, de façon précise dans ce cas les conditions suivantes sont équivalentes : 
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(i) u est injectif en x et Cokeru libre en x ; 

(ii) Il existe un voisinage ouvert U de x tel que u induise un isomorphisme de F\U 
sur un facteur direct de G\U ; 

(iii) u est universellement injectif en x ; 

(iv) l'homomorphisme F x ® k{x) — > G x (g) k(x) sur les « fibres » restreintes induit 
par u est injectif ; 

(v) L'homomorphisme transposé G — > F est surjectif au point x (ou encore, ce qui 
revient au même, au voisinage de x). 

(Démonstration circulaire, (iv)=>(v) résulte de Nakayama, d'autre part (v)=>(i) 
puisqu'un faisceau quotient localement libre est nécessairement facteur direct). 
Géométriquement, la situation envisagée signifie que u correspond à un isomorphisme 
du fibré vectoriel dont le faisceau des sections est F, sur un sous-fibré du fibré vectoriel 
analogue défini par G. Bien entendu, il ne suffit pas pour cela que F — > G soit injectif. 

Corollaire 4.5. — Soit f : X — > Y un morphisme de S-préschémas, localement de type 
fini, x G X , y = f(x), s la projection de x et y sur S. On suppose Y lisse en y sur S. 
Conditions équivalentes : 

(i) / est lisse en x. 

(ii) X est lisse sur S en x, et f*(^ Y /s) — > O x j S est universellement injectif en x, 
i.e. c'est un homomorphisme injectif en x et son conoyau O x / Y es ^ ^re en x. 

La nécessité résulte de 1.3 (iii) et de 4.3 (i) (ii), prouvons la suffisance. Comme les 
dg (g € &x) engendrent le module O x j Y en x i on P eu t trouver des gt (1 < i < n) tels 
que les images des dgi dans (j?^-/^)^ forment une base de ce module. Prenant X assez 
petit, on peut supposer que les gi proviennent de sections de &x, et définissent donc 
un Y-morphisme g: X — > Y 1 = Y[t\, . . . ,t n ]. Utilisant l'hypothèse et lemmc 4.2, on 
voit facilement que l'homomorphisme correspondant g*(^ Y '/s) ~ * ^x/s est bijectif 
en x, ce qui nous ramène à prouver le 

Corollaire 4.6. — Soit f : X — > Y un morphisme de S-préschémas lisses. Pour que f 
soit étale en x E X , il faut et il suffit que f*(& Y /s) ~ > ^x/s so ^ un i SOTnor phisme 
en x. 

On sait que c'est nécessaire par 4.1, et cette condition implique que / est non ramifié 
en x par le même lemme. En vertu de 2.2, on est ramené au cas où S — Spec(fc). 
Comme Y est lisse sur k, il est régulier, donc a fortiori normal, et en vertu de (I 9.5 
(ii)) on est ramené à prouver que û y — * G x est injectif, ou encore que û y et Û x ont 
même dimension. Or ces dimensions sont respectivement les rangs de fà Y / k et X f k 
en y resp. x, donc égaux en vertu de l'hypothèse. 

Remarques 4.7 . X et Y étant supposés lisses sur S, le critère 4.5 (ii) de lissité 
de / : X — > Y peut encore s'énoncer en disant que pour tout x E X, l'application 
tangente (relativement à la base S) de / en x, i.e. la transposée de l'homomorphisme 
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des k(x) espaces vectoriels de dimension finie, fibres restreintes de f*(^ Y /s) et ^x/s 
en x, est surjective. C'est là une hypothèse bien familière en particulier parmi les 
gens travaillant avec les espaces analytiques. L'hypothèse de non singularité qu'ils 
font d'ordinaire (qui signifie que X et Y sont « lisses sur C », cf. N° 5) ne semble due 
qu'à la peur qu'inspirent encore à bien des géomètres les points singuliers des variétés 
algébriques ou espaces analytiques. 

Signalons le cas particulier suivant de 4.6 : 

Corollaire 4.8 . — Soient X un S -préschéma, g : X — > S[ti, . . . , t n ] un S-morphisme, 
défini par les sections gi (1 ^ i < n) de 0x, x un point de X tel que X soit lisse 
sur S en x. Pour que g soit étale en x, il faut et il suffit que les dgi (1 < i < n) 
forment une base de ^ X /S en x (ou, ce qui revient au même, que leurs images dans 
f2 x / S (x) = (fà x /s) x ® e °> f ormen t une base de cet espace vectoriel sur k(x)). 

Soient X un préschéma, Y un sous-préschéma fermé de X défini par un faisceau 
cohérent ^ d'idéaux. Donc ^ j J> 2 peut être considéré comme un faisceau cohérent 
sur Y (le faisceau conormal de Y dans X). Si maintenant X est un S'-préschéma, on 
a une suite exacte canonique de faisceaux quasi-cohérents sur Y 

(4.3) f/jf 2 n x/s ® ûx e Y (% /s — > o 

dont la partie de droite n'est autre que (4.2) (avec le rôle de X et Y interchangés, 
compte tenu que ^y, x = 0), tandis que l'homomorphisme ^ j c / r2 — > O x i S ®g x 0y 
est déduit de l'homomorphisme (en général non linéaire) g — > dg par passage aux 
quotients. L'exactitude de (4.3) est classique et d'ailleurs triviale, et s'interprète dans 
le cas affine par la suite exacte suivante (correspondante à un homomorphisme surjectif 
B — > C de A-algèbres, de noyau J) : 

(4.3bis) J/J 2 — >Qb /a ®bC — >tlc /A — >0 [C = B/J) 

(suite exacte qui avait déjà été utilisée implicitement dans la démonstration de 
(17.2)!). 

Proposition 4.9. — Soient X un S -préschéma, Y un sous-préschéma fermé de X 
défini par un faisceau cohérent J 1 d'idéaux sur X, x un point de X , gi (1 ^ i < n) 
des sections de âx, définissant un S-morphisme 

g:X^S[t 1 ,...,t n ]=X' 

enfin p un entier, < p < n. On suppose X lisse sur S en x. Les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) Il existe un voisinage ouvert X\ de x dans X tel que g\X\ soit étale et que 
Y\ = F fl Ii (trace de Y sur X\) soit l'image inverse du sous-préschéma fermé 
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Y' = S[t p+ i, . . . ,t n ] de X' = S[ti, . . . , t n ] (i-e. les gi (1 < i ^ p) engendrent ^\X\) : 



dgi(x) (1 ^ i < n) forment une base de Q^^ s (x) sur k{x), les dg[(x) (p + 1 ^ i < n) 
forment une base de Qy/s{ x ) sur k( x ) ( ot * ^ es 9i désignent les restrictions des gi àY ; 
les différentielles sont prises par rapport à S) . 

(iii) Les gi (1 ^ i ^ p) définissent un système de générateurs de fî x , et les dgi(x) 
(1 < i ^ n) forment une base de sur k(x). 

(iv) Y est lisse sur S en x, les gi (1 ^ i ^ p) forment un système minimal de 
générateurs de ^ x , les dg[{x) (p+ 1 ^ i < n) forment une base de Qy, s {x) sur k(x). 

De plus, sous ces conditions, J> j J> 2 est un Module libre sur Y en x, admettant 
comme base en x les classes des g% (1 < i ^ p), et l'homomorphismc canonique 
c/ 1 ~~ * ^x/s ® ® Y es ^ universellement injectif en x. 

Remarque. — Cela implique que p est bien déterminé par les autres conditions, soit 
comme rang du Module libre ^ j J> 2 sur Y en x, ou encore le nombre minimum de 
générateurs de ^ x sur X, ou enfin par le fait que la dimension relative de Y rel. S 
en x est n — p. 

Démonstration. — Supposons d'abord (i) vérifié. Alors par (I 4.6 (iii)) Y\ est étale 
sur Y', donc par définition il est lisse sur S* en x (de dimension relative n — p), il en est 
donc de même de Y . Il résulte alors de (4.8) que les dgi (1 ^ i ^ n) forment une base 

de f^x/s en x ' et 1 ue ^ es dg'i (p+ 1 ^ i ^ n ) une base de fà Y /s en x ' ^' ou u résulte 
par la suite exacte (4.3) que les gi (1 < i < p) sont linéairement indépendants dans 
(fl I cfl" 2 (considéré comme Module sur Y) en x ; comme les gt (1 < i < p) engendrent 
fî x , il s'ensuit que les gi mod forment une base de ^ j en x. Cela implique 
d'une part que les gi (1 ^ i ^ p) forment un système minimal de générateurs de J! x , 
d'autre part que l'homomorphismc j J> 2 — > Q x , s (&Ûy de (4.3) est universellement 
injectif en x (car applique une base d'un Module libre en x sur une partie d'une base 
d'un Module libre en x — N.B. il s'agit de F-Modulcs). Cela prouve que (i) implique 
(ii), (iii), (iv), ainsi que les dernières assertions de proposition 4.9. 
(iii) implique (i) en vertu de corollaire 4.8. 
41 (ii) implique (i). En effet, la première hypothèse dans (ii) signifie que (quitte à 

remplacer X par un voisinage ouvert de x dans X) g induit un morphisme h: Y — > Y' . 
D'après 4.8, les deux autres hypothèses de (ii) signifient que g est étale en x, et h étale 
en x. Soit alors Y" l'image inverse de Y' par g. Donc Y est un sous- préschéma fermé 
de Y", qui est étale sur Y' en x par (I 4.6 (iii)) puisque g est étale en x. Donc 
le morphisme d'immersion Y — > Y" est lui-même étale (I 4.8) donc une immersion 



étale 
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ouverte (I 5.8 ou I 5.2), donc remplaçant encore X par un voisinage ouvert convenable 
X\ de x, on obtient (i). 

Ce qui précède établit l'équivalence des conditions (i), (ii), (iii), et le fait qu'elles 
impliquent (iv), il reste à prouver que (iv)=>(ii), ce qui est immédiat (compte tenu 
que Oxj S est libre sur X en x) une fois qu'on sait que le fait que Y est lisse sur S en x 
implique que J 1 j ^ 2 est libre sur Y en x, et l'homomorphisme J 1 j t / 2 — > O x ^ s ®Ûy 
universellement injectif en x. Ce dernier point est inclus dans le 

Théorème 4.10. — Soient X un S-préschéma lisse, Y un sous-préschéma fermé de X 
défini par un faisceau cohérent ^ d'idéaux sur X , x un point de X . Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) Y est lisse sur 5eni. 

(ii) Il existe un voisinage ouvert X\ de x dans X et un S-morphisme étale 



tel que Y\ = Y n X\ {trace de Y sur X\) soit le sous-préschéma de X\ image inverse 
par g du sous-préschéma fermé Y' = S[t p+ i, . . . ,t n ] de X' — S[ti, . . . ,t n ], pour un p 
convenable. 

(iii) // existe des générateurs gi (1 ^ i ^ p) de J? x , tels que les dgi forment une 



est universellement injectif en x ; ou encore : la suite d'homomorphismes canoniques 



est exacte en x, et ^ Y /s es ^ l° ca l emen t libre en x. 

Démonstration. — On sait déjà que (ii) implique (i), (iii), (iv) d'après ce qui précède. 42 
Prouvons que (i)=>(ii) (ce qui achèvera en même temps la démonstration de 4.9). 
En vertu de théorème 4.3 (ii), les deux derniers termes dans la suite exacte (4.3) 
sont des Modules libres sur Y. Donc, comme les images dans fà x /s ®e x &y des dg 
(s G @x) engendrent ce module en x, donc leurs images dans ^ Y /s engendrent ce 
dernier en x, on peut trouver des gi (p + 1 ^ i ^ n) dans &x tels que les dg[ forment 
une base de Y /S' P ms ( en veT ^ u de l'exactitude de (4.3)) compléter le système des 
dgi (p + 1 5t i Ss n) en une base du terme médian par des éléments de la forme dgi 
(1 ^ i ^ n) où les gi (1 ^ i ^ p) sont dans J? x . Les gi proviennent de sections 
de âx sur un voisinage de x dans X, qu'on peut supposer égal à X. On est alors 
sous les conditions de 4.8 (ii), et on a établi que cela implique la condition 4.8 (i), 
d'où 4.10 (ii). 



g: X 1 ^X' = S[h,...,t n ] 
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L'implication (iii)=>(ii) dans 4.10 résulte aussitôt de l'implication (iii)=>(i) dans 4.8. 
Donc (i), (ii), (iii) sont équivalents, et impliquent (iv). Enfin, il est trivial que (iv) 
implique (iii), compte tenu que des gt € ^ x qui forment une base de ^ x mod fî 2 
engendrent J" x (Nakayama). 

De plus, la démonstration qui précède montre ceci : 

Corollaire 4.11 . — Soient X un S -préschéma, Y un sous-préschéma fermé défini par 
un faisceau cohérent ^ d'idéaux sur X , x un point de Y . On suppose X et Y lisses 
sur S en x. Soient gi des sections de J" (1 ^ i < p). Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) Les Qi engendrent J> x et les dgi(x) sont linéairement indépendants dans 

^x/s( x ) sur k( x )- 

(ii) Les gi mod J> 2 forment une base de J> I ^ 2 en x. 

(iii) Les gi forment un système minimal de générateurs de J! x . 

(iv) On peut trouver d'autres sections gi (p+1 ^ i ^ n) de &x sur un voisinage X\ 
de X, définissant avec les précédents un morphisme étale X\ — > X 1 = S[t\, . . . ,t n ] 
tel que Y\ = Y (~l X\ soit l'image inverse par g du sous-préschéma fermé 
Y' = S[t p+1 , ...,t n ] de X' = S[t u ...,t n ]. 

En particulier : 

Corollaire 4.12. — Soient X un S-préschéma, F une section de Gx, Y le sous- 
préschéma des zéros de F (défini par l'Idéal cohérent F ■ &x), x un point de Y. 
On suppose X simple sur S en x. Pour que Y soit lisse sur S en x, il faut et il suffit 
que ou bien F soit nul au voisinage de x, ou bien que dF(x) ^ (où dF(x) désigne 
l'image de dF dans l'espace vectoriel fl^^ s (x) sur k(x)). 

C'est suffisant en vertu de 4.10 critère (iii). C'est nécessaire, car comme est 
engendré par un élément, il faut d'abord que ^ j ^ 2 au point x soit libre de rang 
^ 1. Si ce rang est 0, i.e. ^ j J" 2 = en x, il s'ensuit que / = en i par Nakayama, 
i.e. F est nul au voisinage de x. Si ce rang est 1, alors F forme un système minimal 
de générateurs de ^ en x, et on conclut par (4.11), équivalence de (i) et (iii)). 

Corollaire 4.13. — Soient Y un S-préschéma localement de type fini, S' un S-pré- 
schéma plat, Y' = Y Xs S', x' un point de Y' et x son image canonique dans Y. 
Pour que Y soit lisse sur S en X , il faut et il suffit que Y' soit lisse sur S' en x' . En 
particulier, si S' — > S est plat et surjectif, Y est lisse sur S si et seulement si Y' est 
lisse sur S' . 

Il n'y a à prouver que la suffisance (la nécessité a été vue dans 1.3 (ii)). On peut 
supposer (remplaçant Y par un voisinage convenable de x, Y' par l'image inverse 
de ce dernier) que Y est affine de type fini sur S* affine, donc Y est isomorphe à un 
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sous-préschéma fermé d'un schéma S[t\, . . . ,t n \. Par suite, Y' s'identifie à un sous- 
préschéma fermé de X' = X x$ S' . Comme X est lisse sur S, donc X' lisse sur S', on 
peut appliquer les critères de lissité 4.10. Ici, le critère (iv) donne le résultat aussitôt. 

Remarques 4.14. — Le critère (iii) de théorème 4.10 mérite d'être appelé critère jaco- 
bien de lissité. Il permet de reconnaître, théoriquement, si un «S-préschéma donné Y est 
lisse sur S en un point x de Y, puisque il existe toujours un voisinage de Y isomorphe 
à un sous-préschéma d'un S-préschéma lisse X, par exemple X = S[ti, . . . ,t n ]. C'est 
d'ailleurs pour X = S[ti, . . . ,t n ], S — Spec(A), qu'on énonce d'habitude le critère 
jacobien (bien entendu, dans le cas classique envisagé par Zariski, A était un corps). 44 
On laisse au lecteur de donner l'énoncé relatif à la donnée d'un idéal J de A[ti, . . . , t n ] 
et d'un idéal premier le contenant, auquel on est ainsi conduit. Notons qu'il semble 
bien à l'heure actuelle (et surtout depuis que Nagata est parvenu à généraliser par des 
méthodes non-différentielles le théorème de Zariski disant que l'ensemble des points 
réguliers d'un schéma algébrique est ouvert) que le critère jacobien n'a guère d'in- 
térêt que sous la forme où nous le donnons ici (i.e. en utilisant exclusivement des 
différentielles relatives et non pas des différentielles absolues, i.e. relatives à l'anneau 
de constantes absolues Z). Comme bien souvent, la considération des différentielles 
est plus commode ici que celle des dérivations. Notons enfin que si Y est lisse sur S en 
x, de dimension relative n, alors il existe un voisinage ouvert de x dans Y isomorphe 
à un sous-préschéma de X = S[ti, . . . , t n ] avec n = m + 1, comme il résulte de la 
définition et de (I 7.6). 

Soient A un anneau noethérien, Xi (1 ^ i ^ n) des éléments de A, J l'idéal 
engendré par les x^. On dit que les Xi forment un système régulier de générateurs 
de J si l'homomorphisme surjectif canonique 

(A/J)[t 1 ,...,t n ]^gr J (A) 

défini par les Xi (où le deuxième membre désigne l'anneau gradué associé à A filtré 
par les puissances de J) est un isomorphisme. Cette condition signifie aussi que 

(i) L'homomorphisme surjectif canonique 

S A/J (J/J 2 ) — > gr J (A) 

(où, le premier membre désigne l'algèbre symétrique du A/ J-module J/J 2 ) est un 
isomorphisme, et 

(ii) J j J 2 est libre et admet pour base les classes des Xi mod J 2 . 

Sous cette forme, on voit que si J ^ A, les xi forment un système minimal de généra- 
teurs de J, et que tout autre système minimal de générateurs de J est un système 
régulier de générateurs (N.B. « minimal » est pris au sens strict : nombre minimum 
d'éléments, qui n'est équivalent au sens : minimal pour l'inclusion, que si A est local) ; 
d'autre part, si J — A, tout système de générateurs de J est régulier. 

La condition de régularité d'un système de générateurs d'un idéal est stable par 45 
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localisation par un ensemble multiplicativement stable quelconque, et d'autre part on 
voit tout de suite que pour que (a;,) soit un système minimal de générateurs de J, il 
suffit déjà que pour tout idéal maximal m contenant J , les X{ définissent un système 
régulier de générateurs de JA m dans A m . Cela nous ramène donc au cas où A est un 
anneau local d'idéal maximal m, et où les Xi sont dans m. Alors les Xi forment un 
système régulier de générateurs de J si et seulement si ils forment une A-suite au 
sens de Serre^\ i.c. si pour tout i tel que 1 < i ^ n, Xi est non-diviseur de dans 
A/{xi, . . . ,Xi-\)A. 

Enfin, dans le cas où A est une algèbre sur un anneau B, et où A/ J est isomorphe 
comme B-algèbre à B (de sorte que J est le noyau d'un homomorphisme de B-algèbres 
A — ► B), alors les Xj forment un système régulier de générateurs de J si et seulement 
si l'homomorphismc canonique 

B[[t u ...,t n }] — > Jî 

défini par les X{ (où le deuxième membre désigne le complété séparé lim Aj J" +1 de A 
pour la topologie définie par les puissances de J) est un isomorphisme (il est en tout 
cas surjectif). 

Tous ces faits sont bien connus, et figurent sans doute dans le cours de Serre 
d'algèbre commutative rédigé par Gabriel, à peu de choses près. (Où on trouve N 
autres caractérisations des A-suites, dans le cas où A est un anneau local). 

Soit J un idéal dans un anneau noethérien A. On dira que J est un idéal régulier 
si pour tout idéal premier p de A, JA p admet un système régulier de générateurs. Il 
suffit évidemment de le vérifier pour p D J, et on peut de plus se borner à p maximal. 
Plus généralement, soit ^ un Idéal sur un préschéma localement noethérien X, on dit 
que ^ est un Idéal régulier si pour tout x G X, J? x est un idéal de G x qui admet un 
système régulier de générateurs. Cela équivaut à la conjonction des deux conditions 
suivantes : 

(a) L 'homomorphisme canonique surjectif 

est un isomorphisme et 

(b) Le faisceau de (?xl ^-Modules ^ j J" 2 est localement libre. 

On dit alors aussi que le sous-préschéma Y de X défini par J? (donc tel que ûy 
prolongé par soit isomorphe à 6xj <fl} est régulièrement immergé dans X, et on 
définit de même (de façon évidente) la notion de morphisme d'immersion régulière, 
(resp. régulière en un point x), morphisme d'immersion Y — > X identifiant Y (resp. un 
voisinage convenable de x), à un sous-préschéma fermé régulièrement immergé dans 
un ouvert de X. (Il ne faut pas dire : sous-préschéma régulier, car cela signifierait que 
les anneaux locaux de Y sont réguliers). Enfin, des sections Xi de J? sont appelées 



( 6 )Nous dirons maintenant plutôt « suite A-régulière », cf. EGA Orv 15.1.7 et 15.1.11. 
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système régulier de générateurs si pour tout x G A, les éléments correspondants 
de û x forment un système régulier de générateurs de ^ x (terminologie compatible 
avec celle introduite pour des générateurs d'un idéal d'un anneau). Cela signifie aussi 
que l'homomorphisme surjectif canonique 

û Y [ti,...,t n ] -^g^(û x ) 

défini par les x, est un isomorphisme. Si on sait par avance que l'Idéal J> est régulier, 
cela signifie aussi, simplement, que en tout point x de Y, les Xj définissent une base 
de // ^f 2 sur Gy,x- (N.B. cette condition est vide si Y est vide). Ainsi, pour que ^ 
admette un système régulier de générateurs, il faut et il suffit que soit régulier, 
et le i^y-Module j J? 2 soit globalement libre (et non-seulement localement libre), 
i.e. que l'homomorphisme canonique Sff Y ( a f / ^f 2 ) — > gr^(ûx) soit surjectif, et que 
le ^V-Module j J 2 soit globalement libre. 

Un anneau augmenté est dit régulier si l'idéal de l'augmentation est régulier. Ainsi, 
si A est un anneau local, considéré comme augmenté dans son corps résiduel k, alors 
A est un anneau local régulier si et seulement si c'est un anneau augmenté régulier. 

(À vrai dire, il semble qu'il était inutile de commencer par faire le sorite préliminaire 
pour les anneaux, il y a intérêt à commencer avec les faisceaux tout de suite. Si on veut 
quelque chose dans le cas noethérien, c'est la définition adoptée ici — a priori moins 
stricte que celle par les ^4-suites de Serre — qui semble préférable pour les besoins 
du calcul différentiel. Bien entendu, pour bien faire, il faudrait développer aussi au 
moins une partie de la théorie des morphismes lisses dans le cadre non-noethérien^ 7 ) , 
probablement en partant du critère jacobien, de façon à obtenir si possible toutes 
les propriétés formelles essentielles des morphismes lisses et des morphismes étales 
i.e. lisses et quasi-finis ; les réciproques seules faisant appel à des hypothèses noethéri- 
ennes). 

Après ces longs préliminaires terminologiques, un petit théorème : 

Théorème 4.15. — Soient X un S-préschéma localement de type fini, Y un sous- 
préschéma fermé de X défini par un faisceau cohérent J" d'idéaux sur X , x un point 
de X . On suppose maintenant Y lisse sur S" en x {et rien sur X). Alors les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) X est lisse sur S en x 

(ii) L'immersion i: Y — > X est régulière en x, i.e. ^ x est un idéal régulier de û x . 

Corollaire 4.16. — Supposons Y lisse sur S. Pour que X soit lisse sur S dans un 
voisinage de Y (i.e. aux points de Y) il faut et il suffit que Y soit régulièrement 
plongé dans X, i.e. que l'immersion i: Y — > X soit régulière. 



'''Comme il est dit dans l'avant-propos, c'est chose faite maintenant, cf. EGA IV 17, 18 
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Démonstration. — (i) implique (ii). On applique 4.10 critère (ii), comme g: X\ — > X 
est plat, pour montrer que l'image inverse par g du sous-préschéma Y' de X' est 
régulièrement plongé, on est ramené à prouver que Y' = S[t p +\, . . . , t n ] est régulière- 
ment plongé dans S[ti, . . . , t n ], ce qui est trivial (les U (1 ^ i ^ p) forment un système 
régulier de générateurs de l'Idéal définissant Y 1 dans X'). 

(ii) implique (i). Soit gi (1 < i ^ p) un système régulier de générateurs de ^ x et 
soient gi (p + 1 ^ i ^ n) des éléments de &x,x tels que leurs images g[ dans ûy,x 
définissent un morphisme étale 

Y\ — > Y 1 = S[tp+i, . . . ,t n ] 

d'un voisinages Y\ de Y dans Y' . Les gi (1 ^ i ^ n) proviennent de sections (de même 
nom) de <^x sur un voisinage X\ de x, et on peut supposer X\ = X, Y\ = Y. On 
obtient ainsi un morphisme 

g:X^X' = S[t u ...,t n ] 

et tout revient à montrer que ce morphisme est étale en x. Prenant X\ assez petit, 
on peut supposer que les gi (1 ^ i < p) forment un système régulier de générateurs 
de J? sur tout X . En particulier, ils engendrent ^ , donc le sous-préschéma Y de X 
s'identifie à l'image inverse par g du sous-préschéma Y' de X' . Soit x' — g(x), alors la 
fibre de X' — ► X en x' est identique à la fibre de Y — > F' en x, donc est étale sur fc(x'), 
donc g est non ramifié en x, reste à prouver que g est p/a£ en x. Or le gradué associé à 
&x',x' filtré par les puissances de J!' x est libre sur @y< ,x' en tous degrés, d'autre part le 
gradué associé à ûx,x filtré par les puissances de ^ x = &x,x est isomorphe (sous 
l'homomorphisme canonique) au produit tensoriel du précédent par ûy,x (puisque 
l'un et l'autre anneau sont des anneaux de polynômes à n—p indéterminées, à anneau 
de constantes 0y',x'i resp. &y,x), enfin sur 0x',x' I J"' x > = &Y',x' &x,x/ — &y,x est 
plat. 

D'après un critère général de platitude (valable pour un homomorphisme local 
d'anneaux locaux noethériens A 1 — > A, A 1 étant muni d'un idéal J' ^ A 1 tel que 
le gradué associé soit libre sur A' /J' en toute dimension) il s'ensuit que X est plat 
sur X' en x, cqfd. 

Corollaire 4.17. — Soient X un préschéma localement de type fini sur Y, i une section 
de X sur Y, y un point de Y, x = i(y), ^ le faisceau d'idéaux sur X défini par le 
sous-préschéma i(Y) (que nous supposons fermé pour simplifier l'énoncé, condition 
vérifiée si X est un schéma). 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) X est lisse sur Y en x 

(ii) i est une immersion régulière en y 

(iii) La û y -algèbre complétée de û x pour la topologie définie par les puissances de 
fî x est isomorphe à une algèbre de séries formelles & y [[ti, ■ ■ ■ ,t n }}. 
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(iii bis) Il existe un voisinage ouvert U de y tel que le faisceau d'algèbres 
\ivai*{ûx/ ^ n+1 ) sur &Y soit isomorphe à un faisceau de la forme ûy^ti, ■ ■ ■ ,t n }] 
au-dessus de U. 

(iv) Il existe un voisinage ouvert U de y, et un voisinage ouvert V de x, et enfin 
un Y -morphisme g: V — » U[t\, . . . ,t n ], tel que g soit étale, que i induise une section 
de V sur U , transformée par g en la section nulle de U[t\, . . . , t n ] sur U. 

L'équivalence de (i) et (ii) est un cas particulier de théorème 4.15, en faisant Y = S, 49 
Tcquivalcnce de (ii) et (iii) (et moralement de (ii) et (iii bis)) a été signalé avec les « rap- 
pels ». quant à l'équivalence de (i) et (iv), elle se déduit facilement de théorème 4.10 
(équivalence des conditions (i) et (ii) dudit). 

Corollaire 4.18. — Soit X un préschéma lisse au-dessus de S. Alors le morphisme 
diagonal 

A x/S : X x s X 

est une immersion régulière, ou comme on dit encore, X est « différentiablement lisse » 
sur S. 

En effet, c'est un cas particulier de corollaire 4.16, puisque X et X Xs X sont tous 
deux lisses sur S. 

Remarques 4.18. — Rappelons (I 1) que si X est un préschéma au-dessus de S, on 
introduit les faisceaux quasi-cohérents d'algèbres ^ x /s ~ ^xx s x/^ +1 sur ( ou 
J?x désigne le faisceau d'idéaux qui définit la diagonale dans X Xs X), considéré 
comme faisceau de ^x-algèbres grâce à la première projection pr 1 : X Xg X — » X. 
Les ^ x /s f° rmen t un système projectif d'Algèbres sur X, dont la limite projective est 
notée &x/s e * n cs t autre que le faisceau structural du complété formel de X Xg X 
le long de la diagonale (en supposant maintenant X localement de type fini sur S, 
donc les & x /s cohérents). Dire que X est différentiablement lisse sur S (i.e. que 
le morphisme diagonal A x /s est une immersion régulière) signifie aussi que ^x/s 
est régulier, en tant que faisceau d'algèbres augmenté vers 0x, i-e. que O x /s es ^ 
localement libre et l'homomorphisme surjectif canonique 

est un isomorphisme, ou enfin que tout point de X a un voisinage ouvert sur lequel le 
faisceau d'algèbres augmentées â^x/s so ^ isomorphe à un faisceau Gx^fi, ■ ■ ■ ,t n ]]- 

Soit s une section de X sur S, ^ le faisceau d'idéaux sur X qu'elle définit 
(supposant pour simplifier que s(S) est fermé), on a alors des isomorphismes canon- 50 
iques de ^x-algèbres augmentées : 

(4.4) s*{& x/s ) = û x /f n+ \ s*{&% /s ) = \\mû x /f n+1 

n 

Ces isomorphismes sont fonctoriels dans un sens évident par changement de base, 
et (compte tenu de ce fait) redonnent une caractérisation des faisceaux d'algèbres 
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é^x/s sur S- Si par exemple S = Spec(fc), k un corps, alors la donnée d'une section s 
de X sur S équivaut à la donnée d'un point x de X rationnel sur k, et les formules 
précédentes signifient que l'on a un isomorphisme de fc-algèbres 

(4.5) & x/s (x) = x /m n x +1 

ce qui justifie le nom : « faisceau des parties principales d'ordre n sur X rel. à S » 
donné à & x /s- ® n v °it de plus sur (4.4) que si X est différentiablement lisse sur S 
en tout point de s(S), alors X est lisse sur S en tout point de s(S), (corollaire 4.17) la 
réciproque étant également vraie (corollaire 4.f 8). Compte tenu de 4.f 3, on en conclut 
facilement que si X est un S'-préschéma localement de type fini, X est lisse sur S si 
et seulement si il est plat sur S et différentiellement lisse sur S. (N.B. l'hypothèse de 
platitude est essentielle, comme on voit en prenant pour X un sous-préschéma fermé 
de S). 

Notons encore, à titre de rappel, qu'on obtient une deuxième structure d'algèbre 
sur ^ X / S grâce à la projection pr 2 : X Xs X — > X, se déduisant d'ailleurs de la 
précédente à l'aide de Vinvolution canonique du faisceau d'anneaux 0* X / S , mcru it 
par l'automorphisme de symétrie de X Xjl. On note par d x j S ou simplement d n , 
l'homomorphisme de faisceaux d'anneaux 

(4.6) d x/s :û x ^& x/s 

qui correspond à cette deuxième structure d'Algèbre. Compte tenu de l'isomor- 
phisme (4.4), cet homomorphisme transforme une section / de &x en une section 
d n {f) de & x /s dont l'image inverse par une section s de X sur S s'identifie à l'image 
canonique de / dans T(X, ûx/ c ^ r " +1 )- Cela justifie le nom de « système des parties 
principales d'ordre n de f » donné à d n f, notamment dans le cas où S — Spec(fc), 
envisagé dans la formule (4.5). 

Pour finir, notons que l'homomorphisme (4.6) peut être considéré comme V opéra- 
teur différentiel d'ordre ^ (relativement au préschéma des constantes S) universel 
sur &x, en convenant d'appeler opérateur différentiel d'ordre ^ n de Gx dans un 
Module F, un homomorphisme de faisceaux D qui se factorise en 

d n v 
D : &x — — > ^x/s F 

où u est un homomorphisme de ûx -Modules, d'ailleurs uniquement déterminé par D. 
Cette définition concorde avec la définition récurrente intuitive {D est un opéra- 
teur différentiel d'ordre ^ n si pour toute section g de ûx sur un ouvert U de X, 
f i ► D(fg) — D(f) est un opérateur différentiel d'ordre < n — 1 sur U). 11 s'ensuit 
que si X est différentiablement lisse sur S, le faisceau d'anneaux des opérateurs dif- 
férentiels de tous ordres a la structure simple bien connue en calcul différentiel sur les 
variétés différentiables, et en particulier admet localement une base de ^-Module 
formé des puissances divisées en des opérateurs permutables S/ÔXi (f ^ i < n). 



( 8 )Pour tout ce qui concerne le présent alinéa, on pourra consulter EGA IV 16.8 à 16.12. 
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Si S est un faisceau de Q-algèbres (Q = corps des rationnels) il suffit de prendre les 
polynômes ordinaires en les 6/Sxi. Dans ce cas d'ailleurs, et très exceptionnellement, 
pour que X soit différentiablement lisse sur S, il suffit déjà que O x i S soit localement 
libre. 

Remarque 4.19. — La terminologie « immersion régulière », « idéal régulier », etc. in- 
troduite dans ce numéro a rencontré une opposition assez vive et générale (Chevalley, 
Serre). On a proposé « idéal de Cohen-Macaulay » ou « idéal de Macaulay » ou « idéal 
macaulayen », ce qui moralement obligerait à adopter aussi « immersion de Cohen- 
Macaulay » ou « immersion de Macaulay ». Cette terminologie cependant conflicte 
avec une autre déjà employée dans de futures rédactions du multiplodoque, où un 
morphisme (de type fini) est dit « Cohen-Macaulay » en un point s'il est plat en ce 
point, et si la fibre passant par ce point y a un anneau local qui soit un anneau de 
Cohen-Macaulay. En attendant de trouver une solution satisfaisante, nous garderons 
sous toutes réserves la terminologie introduite dans ce numéro' 9 ^. 



5. Cas d'un corps de base 

Proposition 5.1. — Soient k un corps, X un préschéma de type fini sur k, x un point 
de X et n la dimension de X en x, f : X — > Specfc[ti, . . . ,t n ] = Y un morphisme, 
défini par des éléments fi G ôx)- Les conditions suivantes sont équivalentes (et 

entraînent que X est lisse sur k en x, et a fortiori régulier en x d'après 3.1) : 

(i) / est étale en x. 

(ii) Les dfi forment une base de O x j k en x - 

(iii) Les dfi engendrent fà x /k en x - 

Comme (i) implique que X est lisse sur k en x, l'implication (i)=^(ii) est un cas 
particulier de 4.8, (ii)=>(iii) est trivial, reste à prouver (iii)=^(i). Or si (iii) est vérifié, 
/ est net en x en vertu de lemme 4.1, donc (remplaçant x par un voisinage ouvert) 
quasi-fini, donc dominant par raison de dimensions. Comme Y est régulier, il s'ensuit 
que / est étale par (I 9.5 (ii)) ou (I 9.11). 

Corollaire 5.2. — Sous les conditions préliminaires de 5.1, supposons que k(x) soit 
une extension finie séparable de k, et que les fi (1 ^ i ^ n) définissent des éléments 
de m x . Alors les conditions précédentes équivalent à 

(iv) Les fi forment un système de générateurs de m x (ou encore : les fi mod m x 
forment une base de m x /m x sur k(xj). 

En effet, (iv)=^(iii) en vertu de la suite exacte 



< 9 ' C'est celle adoptée dans EGA 0i V 15.1.7. 
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et compte tenu de Q\( x y k — puisque k(x) est étale sur k. D'autre part (ii) implique 
(iv), car comme X et Spec(fc(ir)) sont lisses sur k en x, on peut dans la suite exacte 
précédente mettre un sur la gauche en vertu de 4.10 (iv). 

Corollaire 5.3. — Soit x un point de X (de type fini sur k). Si X est lisse sur k en x, 
alors û x est régulier, la réciproque étant vraie si k(x) est une extension finie séparable 
de k. 

53 En effet, la réciproque résulte de 5.2, en prenant un système régulier (fi) de généra- 
teurs de m x . (N.B. au lieu de 5.2, on peut aussi invoquer le théorème 4.15). On conclut : 

Proposition 5.4. — Soit X un préschéma de type fini sur k. Si X est lisse sur k, il est 
régulier, la réciproque étant vraie si k est parfait. 

Pour la réciproque, on note qu'en vertu de 5.3, X est lisse sur k en tout point 
fermé, donc partout puisque l'ensemble des points où il est lisse est ouvert. 

Théorème 5.5 . — Soient X un préschéma de type fini sur k, x un point de X, n la 
dimension de X en x, k' une extension parfaite de k. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) X est lisse sur k en x. 

(ii) O x i k est libre de rang n en x. 

(ii bis) fi x /k es ^ engendré par n éléments en x. 
(ni) X est différentiablement lisse sur k en x. 

(iv) // existe un voisinage ouvert U de x tel que U ® k k' soit régulier (i.e. les 
anneaux locaux de ses points sont réguliers). 

On a (i)=>(ii) par 4.3 (ii), (ii)=>(ii bis) trivialement et (ii bis)=>(i) grâce à 5.1. 
Comme X est plat sur k, on a (i)-£>(iii) en vertu de 4.18. On a (i)=>(iv) puisque 
lisse est invariant par extension de la base et implique régulier, et (iv)=>(i) car par 
Proposition 5.4, on voit que U® k k' est simple sur k', donc U est simple sur k par 4.13. 

Prenant pour x le point générique de X supposé irréductible, on trouve : 

Corollaire 5.6 . — Soit K un anneau d'Artin local localisé d'une algèbre de type fini 
sur le corps k (par exemple, K peut être une extension de type fini de k), soit n le 
degré de transcendance sur K de son corps résiduel. Conditions équivalentes : 

(i) K est une extension finie séparable d'une extension transcendante pure 

54 k(ti, ...,*„) de k. 

(ii) fà x / k est un K-module libre de rang n. 

(ii bis) (î x /k es ^ un K-module admettant n générateurs. 

(iii) Le complété O' de K ® k K pour la topologie définie par les puissances de 
l'idéal d'augmentation K ® k K — > K est une K-algèbre augmentée « régulière », 
i.e. isomorphe à une algèbre de séries formelles en K (N.B. Si K est un corps, cela 
équivaut à dire que O' est un anneau local régulier). 
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(iv) K est une extension séparable de k. 

En effet, on peut toujours considérer K comme l'anneau local du point générique 
d'un schéma de type fini irréductible X sur k, et les conditions envisagées sont les 
conditions de même nom dans 5.5, en prenant dans (iv) pour k' une extension al- 
gébriquement close de k. Seule l'implication K séparable sur k => X lisse sur k en x, 
demande une démonstration. Or on est aussitôt ramené grâce à 4.13 au cas où le corps 
de base est k', donc algébriquement clos, donc où il existe un point a de X rationnel 
sur k. Mais alors X est lisse sur k en a d'après 5.4, a fortiori il est lisse sur k en le 
point générique x, cqfd^ 10 ). 

On remarquera que dans le cas où K est une extension de type fini de k, l'équiva- 
lence de (i), (ii), (ii bis), (iv) est bien connue, mais que nous ne nous sommes servis 
d'aucune de ces équivalences déjà connues. Bien entendu, la proposition 5.1 contient 
comme cas particulier qu'une suite d'éléments Xi (1 ^ i ^ n) est un « base de tran- 
scendance séparante » de K sur k si et seulement si les dxi forment une base du 
K- module ^■ 1 K / kl fait bien connu par ailleurs. 

Corollaire 5.7 . — Soit X un préschéma de type fini sur un corps k. Pour que X 
soit lisse sur k, il faut et il suffit que O x i k so ^ l° ca l emen t libre, et que les anneaux 
locaux des points génériques des composantes irréductibles de X soient des extensions 
séparables de k (cette dernière condition étant automatiquement vérifiée si k est parfait 
et X réduit). 

On peut supposer X connexe, soit n le rang de O x i k supposé localement libre. 
D'après l'hypothèse et 5.6, c'est aussi le degré de transcendance des extensions de k 
définies par les anneaux locaux des points génériques de X, donc toutes les com- 
posantes irréductibles de X sont de dimension n. On conclut alors grâce à 5.5. 

On fera attention que si K est une extension finie (non nécessairement sépara- 
ble) de fc, alors £l^ fc est un fc-module libre, donc posant X = Spec(i\T), fl x / k est 
un faisceau localement libre, et X est réduit, sans que X soit nécessairement lisse 
sur k. Etendant alors les scalaires à la clôture algébrique de fc, on trouve un exemple 
analogue, où k est algébriquement clos, mais X en revanche n'étant pas réduit. 

Corollaire 5.8. — Soient X un préschéma de type fini sur le corps k, x un point de X , 
n la dimension de X en x, p la dimension de û x , i.e. la codimension dans X de 
l'adhérence Y de x dans X ; donc n — p le degré de transcendance de k(x) sur k. 
Soient /» (1 ^ i ^ n) des éléments de X , tels que fi e m x pour 1 ^ i ^ p. Les 
conditions suivantes sont équivalentes 
(i) le germe de morphisme en x 

X — >Spec(ft[ti,...,t„]) 



< 10 )Cf. Errata à la fin du présent Exp. II (p. 47) 
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défini par les fi est étale en x. 

(ii) Les fi (1 ^ i ^ p) engendrent m x , i.e. forment un système régulier de 
paramètres de û x , et les classes dans k(x) des fj (p + 1 ^ j ' ^ n) forment une base de 
transcendance séparante, (i.e. les dfj (p + 1 ^ j ^ n) forment une base de Q\( x y k , 
ou encore engendrent ^L x w fe )- 

Supposons (i) vérifié. Il en résulte que les dfi(x) forment une base de il^^ k (x) (4.8) 
donc leurs images dfi(x) dans ^ k ^ x y k engendrent cet espace vectoriel sur k. Comme 
les f i pour 1 ^ i < p sont nuls, il s'ensuit qu'il suffit de prendre les dfi(x) avec 
p + 1 ^ i ^ n. Comme le degré de transcendance de k(x) sur k est n — p, il résulte 
alors du corollaire 5.6 critère (iii) (appliqué à K = k(x)) que Y est lisse sur k en son 
point générique x, et que les df { (x) (p + 1 ^ i ^ n) forment une base de Q\( x y k 
sur k(x). Par suite, la condition (ii) de 4.9 est vérifiée, donc aussi la condition (iii) et 
en particulier les fi (1 ^ i ^ p) forment un système de générateurs de tria;. Comme 
â x est de dimension p, ils forment donc un système régulier de paramètres en x. Cela 
prouve (ii). 

Supposons (ii) vérifié. En vertu de la suite exacte (5.1), il s'ensuit que les dfi(x) 
engendrent Ox/ k , d'où (i) grâce à prop. 5.1. 

Corollaire 5.9. — Soient X un préschéma de type fini sur le corps k, x un point de X, 
n la dimension de X en x, p la dimension de û x , i.e. la codimension de l'adhérence Y 
de x dans X, donc n — p le degré de transcendance de k(x) sur k. Conditions équiv- 
alentes : 

(i) û x est régulier et k(x) est une extension séparable de k. 

(ii) X est lisse sur k en x, et l'homomorphisme canonique 

m x /m 2 x — ► Çl l j k ® ffx k(x) = Q x/k (x) 

est injectif. 

(iii) Il y a des fi G G x (1 ^ i < n) avec fi e pour 1 < i ^ p, tels que le 
germe de morphisme en x de X dans Spec(fc[ii, . . . , t n ]) défini par les fi soit étale 
en x (i.e. par 5.1 tels que les dfi(x) engendrent Q^j^x)). 

(iv) Il y a des fi G û x (1 < i < n) tels que les fi (1 ^ i < p) engendrent m x et que 
les dfj(x) (p + 1 ^ j ^ n) engendrent Q k ( x y k sur k(x). 

L'équivalence de (iii) et (iv) résulte du corollaire 5.8, ces conditions équivalent aussi 
d'après 4.9 au fait que X est lisse sur A: en a; et que la condition (ii) de 4.10 est vérifiée. 
Donc elles équivalent au fait que X est lisse sur A; en a; et que la condition (iv) de 4.10 
est vérifiée, donc à 5.9 (ii). Ou au fait que X est lisse sur k en x et que la condition (i) 
de 4.10 est vérifiée, qui ici signifie simplement que k(x) est séparable sur k. Cela 
implique 5.9 (i), il reste à prouver que 5.9 (i) l'implique, i.e. à prouver le 
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Corollaire 5.10. — Soit x un point d'un préschéma de type fini sur le corps k, tel 
que k(x) soit séparable sur k. Pour que X soit lisse sur k en x, il faut et il suffit qu'il 
soit régulier en x (i.e. que l'anneau local û x soit régulier). 

En effet, s'il en est ainsi, on peut évidemment trouver des fi G X (1 ^ i < n) 
satisfaisant la condition 5.9 (iv). 

Errata. — Dans le présent numéro, démonstration de 5.6, on a utilisé le fait qu'un 
schéma de type fini réduit non vide sur un corps algébriquement clos admet au moins 
un point régulier (donc lisse), fait qui se démontre d'habitude par voie différentielle 
(via le théorème de Zariski que l'ensemble des points réguliers de X est ouvert). 
Si on veut éviter un cercle vicieux, il faut démontrer que si K/k est une exten- 
sion séparable de type fini, et si les fi G K sont tels que d^/kfi forment une base 
de ^]f/ fc , (1 < i ^ n), alors n est le degré de transcendance de K sur k, i.e. les fi 
sont algébriquement indépendants. La démonstration de ce fait à l'aide du critère de 
Mac Lane est bien connue, cf. Bourbaki, Algèbre, Chap. V par. 9 th. 2 : on prend un 
polynôme g G k[t\, . . . , t n ] de degré minimal tel que g(fi, ■ ■ ■ , f n ) = 0, on a donc 

£^|(/i,...,/„)#i = 

d'où (puisque les dfi forment une base de fî^y fc ) le fait que les dg/dti annu- 
lent (f\, . . . , f n ), donc sont nuls d'après le caractère minimal de g, donc si k est de 
caractéristique on a g — 0, et si k est de caractéristique p ^ on a g = h{t\, . . . , t^). 
Utilisant le critère de Mac Lane, on voit que le polynôme h G k[t\, . . . , t n ] annule 
aussi (/i, . . . , /„), d'où encore g — par le caractère minimal de g. 



EXPOSÉ III 



MORPHISMES LISSES : 
PROPRIÉTÉS DE PROLONGEMENT 



1. Homomorphismes formellement lisses 

Dans II, nous nous sommes bornés à la considération d'homomorphismcs de type 
fini, et par conséquent, dans les homomorphismes locaux A — > B d'anneaux locaux, 
au cas où B est isomorphe à une algèbre localisée d'une A-algèbre de type fini. Ce 
cas est insuffisant pour diverses applications, notamment en géométrie formelle ou en 
géométrie analytique. Par exemple, l'anneau de séries formelles B = A[\t\, . . . ,t n ]] a 
(du point de vue de la géométrie formelle) les propriétés d'une algèbre lisse sur A. En 
géométrie analytique, il en est de même de l'anneau local d'un point (y, z) d'un produit 
Y x C" considéré comme algèbre sur l'anneau local de y ; d'ailleurs, la complétée de 
cette algèbre est isomorphe à l'algèbre des séries formelles en n indéterminées sur le 
complété de l'anneau de base â x . C'est ce qui conduit à poser la définition qui suit. 

Définition 1.1. — Soit u: A — > B un homomorphisme local d'anneaux locaux 
(noethériens, on le rappelle). On suppose k(B) fini sur k(A). On dit que u est un 
homomorphisme formellement lisse, ou que l'algèbre B est formellement lisse sur A, 
s'il existe une A-algèbre locale finie A 1 , libre sur A, telle que les composants locaux 
de l'anneau semi-local B ®^ A' = B' soient A'-isomorphes à des algèbres des séries 
formelles sur A'^K 

(On dénote par A, B les anneaux complétés de A, B). Comme B' est fini et libre 
sur B, c'est bien un anneau semi-local, composé direct d'anneaux locaux complets, 
dont chacun est encore un module libre sur B, donc a même dimension que B donc 
que B. Il s'ensuit que le nombre de variables U dans les anneaux de séries formelles 
envisagés dans 1 . 1 est égal à dim B — dim A = dim B — dim A, et en particulier indépen- 
dant du composant local choisi. On voit tout de suite que c'est aussi la dimension de 59 



"'Pour une définition plus générale et plus conceptuelle, motivée par 2.1 ci-dessous, cf. 
EGA Oiv 19.3.1. 
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l'anneau B (g) k = B/mB, où k = A/m est le corps résiduel de A ; on l'appellera la 
dimension relative de B par rapport à A. 

Remarques 1.2. — Il est évident que la définition 1.1 ne dépend que de l'homomor- 
phisme sur les complétés A — > B déduit de A — > B, ce qui justifie dans une certaine 
mesure la terminologie. Nous nous repentons ici de la définition I 3.2 b) et I 4.1 b), qui 
risque d'induire en erreur, et préférons dire « formellement non ramifié » et « formelle- 
ment étale » dans les cas envisagés dans ces définitions, réservant la terminologie 
« non ramifiée » et « étale » au cas où B est localisée d'une A-algèbre de type fini^ 2 ) . 
Le lecteur vérifiera aussitôt que « formellement étale » équivaut à « formellement lisse 
et quasi-fini ». Enfin, signalons qu'il y a une définition raisonnable de « formellement 
lisse » sans aucune hypothèse préalable sur l'extension résiduelle k(B)/k(A) (supposée 
ici finie), englobant entre autres les homomorphismes locaux A — > B tels que B soit 
plat sur A et B/mB une extension séparable de A/m = k (pas nécessairement de type 
fini) ; par exemple, un p-anneau de Cohen est formellement lisse sur l'anneau des en- 
tiers p-adiques. C'est la propriété de relèvement des homomorphismes (comparer 2.1) 
qui doit devenir définition dans ce cas général. Pour les applications que nous avons en 
vue, le cas traité dans la définition 1.1 nous suffira; par la suite, dans « formellement 
lisse » nous sous-entendrons « à extension résiduelle finie ». 

Lemme 1.3. — Si B est formellement lisse sur A, B est plat sur A. 

Comme la platitude est invariante par complétion, on peut supposer A et B com- 
plets. Comme la platitude est invariante par extension plate locale (donc fidèlement 
plate) de l'anneau de base, on est ramené en vertu de définition 1.1 au cas où B est 
une algèbre de séries formelles sur A. Mais alors en tant que A-module, B est iso- 
morphe à un produit de A-modules isomorphes à A, donc (l'anneau de base A étant 
noethérien) est A-plat comme produit de A-modules plats. 

Mettons-nous sous les conditions de 1.1. Comme les extensions résiduelles des com- 
posants locaux de B' sur A' sont triviales, il s'ensuit que L <g>fc k' est une fc'-algèbre 
artinienne dont les composants locaux ont des extensions résiduelles triviales (où 
L, k, k' sont les corps résiduels de A, B, A'). Cette condition nécessaire pour que 
l'extension finie libre A' satisfasse la condition énoncée dans 1.1 est aussi suffisante, 
comme il résulte aussitôt de 1.4 (i) et 1.5 ci-dessous. 

Proposition 1.4. — Soit A — > B un homomorphisme local d'anneaux locaux, à ex- 
tension résiduelle finie et soit A' une A-algèbre finie locale sur A, de sorte que 
B' = B ®a A 1 est finie sur B, donc un anneau semi-local également noethérien. 
(i) Si B est formellement lisse sur A, alors les localisés de B en ses idéaux maximaux 
sont formellement lisses sur A', (ii) La réciproque est vraie si A' est libre sur A. 



l 2 'Ou mieux, « essentiellement non ramifié » resp. « essentiellement étale », comparer EGA IV 18.6.1. 
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On est aussitôt ramené au cas où A, B sont complets. 

(i) Soit A" une extension finie libre locale de A telle que les composants locaux 
de B" — B (g) a A" soient des algèbres de séries formelles sur A" . Faisant l'extension 
des scalaires A" — > A" ®a A' — » A'" , où A'" est un composant local de A" i&a A', 
on voit que les composants locaux de B" ®a" A'" = B ®a A'" sont des algèbres de 
séries formelles sur A'". Or on a aussi B <g) A A'" = (B ® A A') <g> A < A'" = B' ® A , A'", 
d'autre part comme A" est libre sur A, A" <g>A A' est libre sur A' et il en est de même 
par suite de A'" qui en est facteur direct, ce qui prouve que B' est formellement lisse 
sur A'. 

(ii) Soit A" une ^l'-algèbre finie libre locale telle que les composants locaux 
de B' (g)A> A" = B (g> a A" soient des algèbres de séries formelles sur A". Comme 
A' est libre sur A, A" l'est aussi, donc B est formellement lisse sur A. 

Proposition 1.5. — Soit A — > B un homomorphisme local d'anneaux locaux, à exten- 
sion résiduelle triviale. Pour que B soit formellement lisse sur A, il faut et il suffit 
que B soit isomorphe à une algèbre de séries formelles sur A. 

Il n'y a à prouver que la nécessité, et on peut supposer A et B complets. Soit m 
(n) l'idéal maximal de A (B) et soient t\, . . . ,t n des éléments de n qui définissent une 
base de l'espace vectoriel 

(n/n 2 )/Im(m/m 2 ) = n/(n 2 + mB) 

Ces éléments définissent donc un homomorphisme de ^4-algèbres locales 

B\ = A[[t\, . . . , t„]] — ► B 

prouvons que c'est un isomorphisme. Il suffit de prouver que pour toute puissance m q 
de m, on obtient un isomorphisme en réduisant mod m q (puisque B\ et B sont les 
limites projectives des anneaux correspondants réduits mod m q , q variable). Comme 
B et B\ sont des A-modules plats donc les gradués associés à la hltration m-adique 
s'obtiennent en tensorisant par gr(A), sur k = A/m, les anneaux B\/mB\ resp. B/mB, 
on est ramené à montrer que Bi/mBi — » B/mB est un isomorphisme. Compte tenu 
de 1.3, on est ainsi ramené au cas où A est un corps k. D'autre part, si A' est A- algèbre 
finie libre locale telle que B ®a A' soit une algèbre de séries formelles sur A' (N.B. 
cette algèbre est locale, puisque l'extension résiduelle de B sur A est triviale), pour 
prouver que Bi — ► B est un isomorphisme, il suffit de prouver que B\ ®aA' ~ > B®a A' 
l'est. Cela nous ramène au cas où B est déjà une algèbre de séries formelles (il fallait 
commencer par cette réduction, avant de se ramener au cas d'un corps de base) . Mais 
alors B est un anneau local régulier à corps de représentants k, et il est bien connu (et 
immédiat par considération des gradués associés à la filtration rii-adique et n-adique 
sur Bi et B) que B\ — ► B est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration. 
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Corollaire 1.6. — Si B est formellement lisse sur A, alors il existe une A- algèbre finie 
locale A 1 telle que les composants locaux de B <8>^4^4' = (B ®a A') soient isomorphes 
à des algèbres de séries formelles sur A' . 

En effet, si L/k est l'extension résiduelle de B/A, on considère une extension k'/k, 
telle que les extensions résiduelles dans la fc'-algèbre L <g>k k' soient triviales. Soit A' 
une algèbre finie libre sur A telle que A' /m A' = k' (on sait qu'il en existe, par exemple 
en se ramenant de proche en proche au cas où k'/k est monogène, et alors on relève 
dans A les coefficients du polynôme minimal d'un générateur de k' sur k). Elle est 
locale. Alors B ®a A' a en ses idéaux maximaux des extensions résiduelles triviales 
au-dessus de celle k' de A\ et on achève à l'aide de 1.5. 

Corollaire 1.7. — Soit A — » B un homomorphisme local d'anneaux locaux. Pour que 
B soit formellement lisse sur A, il faut et il suffit que B soit plat sur A et que B/mB 
soit formellement lisse sur k = A/m. 

Faisant une extension finie libre locale A 1 convenable de A et utilisant 1.4 (ii), on 
est ramené au cas où l'extension résiduelle de B/A est triviale. On sait d'ailleurs par 
1.4 (i) et 1.3 que les conditions énoncées sont nécessaires. Pour la suffisance, il suffit 
de remarquer que la démonstration de 1.5 prouve, sous les hypothèses faites ici, que 
B est une algèbre de séries formelles sur A (supposant A et B complets, ce qui est 
loisible). 

Remarque 1.8. — Il ne serait pas difficile de développer, pour les homomorphismes 
formellement lisses, l'analogue de toutes les propriétés des morphismes lisses, étudiées 
dans II. Pour les propriétés différentielles, cela demande cependant une modification 
de la définition habituelle des différentielles de Kâhler (cf. I 1), les produits tcnsoriels 
complétés remplaçant les produits tensoriels ordinaires. Nous nous contentons d'évo- 
quer ici ces abîmes, ce qui précède étant suffisant pour notre propos. 

Il reste à faire le lien entre la lissité formelle, et la notion de lissité développée 
dans II (et dont nous n'avons encore fait nul usage) : 

Proposition 1.9. — Soit A — » B un homomorphisme local, B étant localisée d'une A- 
algèbre de type fini. Pour que B soit lisse sur A, il faut et il suffit qu'il soit formelle- 
ment lisse sur A. 

Utilisant 1.7 et II 2.1, on est ramené au cas où A est un corps. 

Utilisant 1.4 (ii) et II 4.13 une extension convenable k 1 de k nous ramène au cas où 
l'extension résiduelle pour B/k est triviale. En vertu de 1.5 (resp. II 5.2) B est alors 
lisse sur k (resp. formellement lisse sur k) si et seulement si B est un anneau local 
régulier (resp. son complété est une algèbre de séries formelles sur k). Or il est bien 
connu que ces deux conditions sont équivalentes (l'extension résiduelle étant triviale). 
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2. Propriété de relèvement caractéristique des homomorphismes formelle- 
ment lisses 

Théorème 2.1. — Soit A — » B un homomorphisme local d'anneaux locaux définissant 
une extension résiduelle finie. Les conditions suivantes sont équivalentes : gg 

(i) B est formellement lisse sur A 

(ii) Pour tout homomorphisme local A — > C ' , où C est un anneau local complet, 
tout idéal J de C contenu dans t(C), et tout A-homomorphisme local B — > C/J, il 
existe un A-homomorphisme (nécessairement local) B — > C qui le relève. 

(iii) Pour toute A-algèbre C (pas nécessairement un anneau noethérien) tout idéal 
nilpotent J de C, et tout A-homomorphisme B — » C continu (i.e. s' annulant sur une 
puissance de t(B)), il existe un A-homomorphisme B — > C (nécessairement continu 
lui aussi) qui le relève. 

(iv) Même énoncé que (ii) et (iii), mais C étant un anneau local artinien, fini 
au-dessus de A. 

(iv bis) Comme (iv), mais J étant de plus de carré nul. 

Remarque. — Pour la suite de cet exposé, nous nous servirons seulement de l'impli- 
cation (iv)=>(i) ou (iv bis)=>(i) ; l'implication directe (i)=>(ii) sera prouvée par une 
autre méthode au n° suivant lorsque B est localisée d'une algèbre de type fini sur A. 
Rappelons que dans la « bonne » théorie des théorèmes de Cohen^ 3 ) , la propriété (ii) 
ou (iii) devient la définition des homomorphismes formellement lisses, alors que 1.1 
devient une propriété caractéristique valable seulement dans le cas d'une extension 
résiduelle finie. On fera attention que des propriétés (ii) et (iii) aucune n'est plus 
générale que l'autre. On pourrait donner une propriété (équivalente) qui les coiffe 
toutes deux, en introduisant un anneau linéairement topologisé C, séparé et complet, 
un idéal fermé topologiquement nilpotent de C, et un homomorphisme continu A — > C 
(faisant donc de C une A-algèbre topologiquc) ; nous laisserons cette modification au 
lecteur. 

Démonstration de 2.1. — Nous prouverons (i)=>(iiï)=>(ii), puis (iv)=£-(i). Comme 
(ii)=>(iv) est trivial, et l'équivalence de (iv) et (iv bis) se voit par une récurrence 
immédiate sur l'entier n tel que J" = 0, cela achèvera la démonstration. 

(i)=>(iii). Une récurrence immédiate nous ramène au cas où J 2 = 0. Comme C est 
fini sur A, il existe une puissance m ? de l'idéal maximal de A qui annule C. Divisant 
par m q , et notant que B/m q B est encore formellement lisse sur A/m q par 1.4 (i), on 64 
peut supposer A artinien. Comme B est plat sur A par 1.3, B est libre sur A puisque 
A est artinien. Donc il existe un homomorphisme de A-modules 

w: B — ► C 



( 3 )Cf. EGA Oiv 19.3, 19.8 
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qui relève l'homomorphisme donné u: B — > C/J. Posons 

f(x, y) = w(xy) — w(x)w(y) (x, y € B) 

alors f(x,y) G J, et / est donc une application y4-bilinéaire de B x B dans J. Pour 
qu'il existe un relèvement v: B — » C de u qui soit un homomorphisme d'algèbres, il 
faut et il suffit qu'il existe une application A-linéaire g: B — ► J telle que i> = u> + g 
soit un homomorphisme d'algèbres, ce qui s'écrit 

= 1 - 

5 (a;, y) — u(x)g(y) — u(y)g(x) = —f(x, y) (pour x,y E B) 

C'est là un système d'équations linéaires dans Hom^ (B,J), à seconds membres 
dans J, donc il a une solution si et seulement si le système correspondant dans 
HomA(B, J) <$a A' , à seconds membres dans J' = J ®^ A', a une solution, — A' 
désignant une algèbre fidèlement plate sur A. Or soit A' une algèbre finie et libre 
sur A, locale, telle que B' = B ®a A' soit une algèbre de séries formelles sur A' (N.B. 
on peut dans notre démonstration supposer A et B complets, comme on constate 
aussitôt). Comme A 1 est libre de type fini sur A, on a 

Rom A (B, J) ® A A' = Hoirie (B', J') 

et on constate que le système d'équations obtenu dans Hom^i?', J') est celui qui 
détermine les homomorphismes de A'-algèbres B' — > C = C ®a A' qui relèvent l'ho- 
momorphisme u' : B' — > C j J' déduit de u par extension des scalaires en « corrigeant » 
par un homomorphisme de A'-modules g' : B' — > J' l'homomorphisme de A'-modules 
w 1 : B 1 — > C" déduit de w par extension des scalaires. (Noter que B engendre B' 
comme A'-modulc). On est ainsi ramené à prouver (iii) lorsque B est une algèbre de 
séries formelles sur A, B = A[[ti, . . . , t n }\. Relevons alors de façon quelconque les 
images dans C/J des U en des éléments Zi de C. Comme les Zi mod J sont nilpotents 
{u: B —> C / J étant continu) il en est de même des z^ (puisque J est nilpotent), donc 
les Zi définissent un homomorphisme continu de A-algèbres topologiqucs de B dans 
C discret, relevant évidemment u, cqfd. 

(iii)=>(ii). Soit n l'idéal maximal de C, et pour tout entier q > 0, soit 

C q = C/n", J q = (J + n g )/n 9 

donc C q /J q s'identifie à une algèbre quotient de C/J, d'autre part l'homomor- 
phisme composé u q : B — > C/J — > C q / J q est continu de -B dans C q / J q discret, et 
J g est un idéal nilpotent dans C q . On construit alors de proche en proche des A- 
homomorphismes 

V q : B ► C q 

tels que (a) v q relève u q et (b) v q relève v q -\. La possibilité de la récurrence se vérifie 
aisément, car comme 

u q : B — >C/(J + n q ) et v q -\ : B — > C/n 9 " 1 
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définissent le même homomorphisme 

B — > C/((J + n") + n^ 1 ) = C/(J + n 9 " 1 ) = J g _! 

à savoir ils définissent un homomorphisme 

B—>C/J' q où J' q = (J + n q ) n n 9-1 D n 9 

(dont ils proviennent l'un et l'autre par réduction). On est donc ramené à relever un 
homomorphisme B ^ C/J' q de B dans un quotient de C 9 par un idéal J q /n q contenu 
dans J q , donc nilpotent, et cela est possible d'après l'hypothèse (iii). 

Ceci fait, les v q définissent un homomorphisme de B dans la limite projective C 
des C q . Comme J est fermé, J est la limite projective des J q , donc v relève u, cqfd. 

(iv) =>(i). On constate d'abord aussitôt que si (iv) est vérifié, (iv) reste vérifié pour 
las composants locaux de B ®a A' sur A', si A' est une algèbre locale finie sur A. 
Prenant A' libre sur A et telle que les extensions résiduelles de B' au-dessus de A' 
soient triviales, on est ramené grâce à 1.4 (ii) au cas où l'extension résiduelle de B 
sur A est triviale. Nous allons prouver alors le résultat un peu précis : 

Corollaire 2.2. — Sous les conditions de 2.1, supposons de plus l'extension résiduelle 
de B au-dessus de A triviale. Alors les conditions équivalentes de 2.1 équivalent aussi 
aux deux conditions suivantes (en supposant dans (v) A et B complets) : 

(iv ter) Comme (iv), mais l'anneau local artinien C fini sur A étant restreint à 
avoir une extension résiduelle triviale (et de plus, si on y tient, l'idéal J étant de 
carré nul). 

(v) Il existe un A-homomorphisme local (où n = dimn/(n 2 + mBj) 

u: B — y Bi = A[[t\, . . . ,t n ]] 

induisant un isomorphisme 

n/(n 2 + mB) ^ m/(n 2 + nvfii) 
où n (ni) est l'idéal maximal de B (B\), m celui de A. 

Démonstration. — Comme (iv bis) implique évidemment (iv ter) — en faisant ab- 
straction du canular de l'idéal de carré nul — , il suffira de prouver (iv ter)=>(v)=>(i). 

(iv ter)=>(v). Choisissons une base ai,...,a„ de n/(n 2 -I- mB), ce qui définit donc 
un homomorphisme local de A-algèbres 

B — » B l /(n\ + mBi) = k[h, . . . ,t n ]/(h, t n f 

qu'on peut relever de proche en proche, en vertu de (iv ter) en des homomorphismes 
de A-algèbres de B dans B\/n\, B\/n\ etc, d'où en passant à la limite projective 
l'homomorphisme B — > B\ ayant la propriété voulue. 
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(v)=>(i). Comme dans le diagramme commutatif 

m/m 2 > n/n 2 > n/(n 2 + mB) >• 

m/m 2 > ni/nf > m/(n 2 + mBi) s- 

les deux lignes sont exactes, et les flèches verticales extrêmes surjectives, la flèche 
médiane est surjective et il s'ensuit (B étant complet) que B — > B\ est surjectif. 
Soient Xi (1 ^ i ^ n) des éléments de B qui relèvent les ti. Ils définissent donc un 
homomorphisme de A-algèbre B\ — > i?, qui sera surjectif pour la même raison que 
u, et dont le composé avec u est l'identité par construction. Donc £>i — > B est aussi 
injectif, et est par suite un isomorphisme. On trouve donc 

Corollaire 2.3. — Sous les conditions de 2.2 (v), u est nécessairement un isomor- 
phisme. 

Cela achève de prouver que B est formellement lisse sur A. On a d'ailleurs en même 
temps retrouvé 1.5 (mais il n'y a guère de mérite à ça). 

3. Prolongement infinitésimal local des morphismes dans un 5-schéma lisse 

Théorème 3.1 . — Soit f : X — » Y un morphisme localement de type fini. Conditions 
équivalentes : 

(i) / est lisse. 

(ii) Pour tout préschéma Y' sur Y , tout sous-préschéma fermé Y ' de Y' ayant 
même espace sous-jacent que Y', tout Y -morphisme go- Yq — > X et tout z G Yq, il 
existe un voisinage ouvert U de z dans Y' et un prolongement g de go\Y ' C\U en un 
Y -morphisme U — > X. 

(ii bis) Pour Y 1 , Yq et z comme dans (ii), posant X 1 = X Xy Y' , X = X Xy Yq, 
toute section de X' sur Y ' se prolonge en une section de X 1 au-dessus d'un voisinage 
ouvert U de z. 

(iii) Pour tout Y-schéma Y 1 , spectre d'un anneau artinien local fini sur quelque 
y (y G Y), tout sous-préschéma fermé non vide Y ' de Y' , et tout Y -morphisme 
go ■ Y ' — > X, il existe un Y -morphisme g: Y' — > X qui prolonge g . 

(iii bis) Pour tout Y' , Y ' comme dans (iii), posant X' = X Xy Y' , X' = X Xy Yq, 
toute section de Xq sur Y ' se prolonge en une section de X' sur Y' . 

Démonstration. — L'équivalence de (ii) et (ii bis) d'une part, de (iii) et (iii bis) 
d'autre part, est triviale, ainsi que l'implication (ii)=>(iii). Il reste donc à prouver 

(i)=Kii) et (m)=Ki). 

(i)=>(ii). Soit x = go(z). Remplaçant X par un voisinage ouvert convenable de x, et 
Y' par le préschéma induit sur l'ouvert image réciproque de ce dernier par g , on peut 
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supposer que X est étale au-dessus de Y[t\, . . . ,t n ]. Considérons le F- morphisme 
composé Yq — > X — > Y[t\, . .. ,t n ], il est défini par n sections du faisceau qui 
peuvent donc se prolonger au voisinage de z en des sections de donc on peut 
supposer que le morphisme en question a été prolongé en un F-morphismc Y' — > Y \ 68 
En vertu de (I 5.6) il existe alors un unique F-morphismc g: Y' — > X qui relève le 
précédent, et prolonge en même temps go, cqfd. 

(iii)=>(i). Comme l'ensemble des points où / est lisse est ouvert, il suffit de prouver 
qu'il contient tout x G X qui est fermé dans sa fibre. Soit y = f(x), alors X est une 
algèbre sur û y , localisée d'une algèbre de type fini, à extension résiduelle finie. D'autre 
part, l'hypothèse (iii) implique que tout homomorphisme de û x dans une algèbre A/J, 
où A est une algèbre artinienne locale finie sur û y , et J un idéal contenu dans son 
radical, se relève en un homomorphisme de û x dans l'algèbre A (compte tenu qu'un 
morphisme d'un Spec(B), B anneau local, dans X est déterminé biunivoquement par 
un homomorphisme local d'un G x (x G X) dans B). Par 2.1 il s'ensuit que â x est 
formellement lisse sur û y , donc lisse sur y en vertu de 1.9. 

Corollaire 3.2. — Soit f : X — > Y comme dans 3.1. Conditions équivalentes : 

(i) / est étale 

(ii) On a la condition (ii) de 3.1 avec unicité du prolongement g de go à U . 

(iii) On a la condition (iii) de 3.1 avec unicité de g. 

Il suffit de noter, dans la démonstration de (i)=>(ii) ci-dessus, qu'on ne peut avoir 
unicité (quand Y ' n'est pas identique à Y' au voisinage de z) que si n = (condition 
qu'on sait être suffisante). 

Corollaire 3.3. — Soit X un préschéma localement de type fini sur un anneau local 
complet A, y le point fermé de Y = Spcc(A) et x un point de f (y) rationnel 
sur k(y). Si X est lisse sur A en x, alors il existe une section s de X sur Y « passant 
par x » i.e. telle que s (y) — x. 

En particulier, si X est lisse sur A, alors l'application naturelle 

T{X/Y) -^T(X® A k/k) 

des sections de X sur Y dans l'ensemble des points de la fibre f^ 1 (y) = X tg>A k 
rationnels sur k, est surjective. Ce fait était surtout bien connu et utilisé lorsque A est 
un anneau de valuation discrète et X est propre sur A (en fait, projectif sur A), auquel 69 
cas les sections de X sur Y (i.e. les « points de X à valeurs dans A » ) s'identifient 
aussi aux sections rationnelles, i.e. aux points de X ®a K = Xk (qui est un schéma 
propre et simple sur K) à valeurs dans K = corps des fractions de A, i.e. aux points 
de X rationnels sur K. 
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4. Prolongement infinitésimal local des S'-schémas lisses 

Théorème 4.1 . — Soient Y un préschéma localement noethérien, Yq un sous-pré- 
schéma fermé ayant même espace sous-jacent, X un Y -préschéma lisse, x un point 
de Xq. Alors il existe un voisinage ouvert Uq de x, un préschéma X lisse sur Y, et 
un Y -isomorphisme : 

h:Uo^X x Y Y . 

De plus, si (Uq, X', h') est une autre solution de ce problème, alors « elle est isomorphe 
à la première au voisinage de x ». 

On laisse au lecteur de préciser ce qu'on veut dire par là. On peut noter que pour 
Uq donne, une solution du problème posé revient à la donnée, sur Uq, d'un faisceau 
d'algèbres â§ sur /ô~ (^V) (où fo est l'application continue sous-jacente au morphisme 
structural Uq — > Yq), muni d'un homomorphisme d'anneaux 9ê — > ûjj compatible 
avec l'homomorphisme f~ x {0y) — > f~ 1 (&Y )i tels que 

(a) cet homomorphisme induit un isomorphisme 

#®/-i(*v)/ -1 (^O^^o; 

(b) Uq muni de 3ê devient un Y-préschéma lisse. 

De cette façon, le sens précis de l'assertion d'unicité locale devient particulièrement 
évident. 

Démonstration. — On peut supposer déjà que X est étale sur un Yo[t\, . . . , t n ] = Yq. 
Or ce dernier peut être considéré comme un sous-préschéma fermé de Y'=Y[ti, . . . ,t n ], 
ayant même espace sous-jacent. Par (I 8.3), il existe un X étale sur Y', et un Yq- 
isomorphisme X Xy Y ' X' . On a gagné pour l'existence. Pour l'unicité, on utilise 
la propriété 3.1 (ii) des morphismes lisses, en tenant compte du 

Lemme 4.2 . — Soient Y un préschéma, Yq un sous-préschéma fermé défini par un 
faisceau d'idéaux J? localement nilpotent, X et X' des Y -préschémas, u: X — » X' un 
Y -morphisme. On suppose X plat sur Y. Pour que u soit un isomorphisme, il faut et 
suffit que uq : X Xy Yq — > X' Xy Yq le soit. 

Démonstration facile, en passant au cas affine et regardant les gradués associés. On 
notera d'ailleurs que l'énoncé analogue, obtenu en remplaçant « isomorphisme » par 
« immersion fermée », est également valable, et sans hypothèse de platitude. 

Remarque 4.3. — Il est essentiel de noter que le prolongement local X obtenu dans 4.1 
n'est pas canonique, en d'autres termes l'isomorphisme local entre deux solutions 
n'est pas unique, i.e. il existe en général des y-automorphismes non triviaux de X 
induisant l'identité sur le sous-préschéma fermé X = X Xy Yq. C'est pour cela 
qu'il faut s'attendre, pour la construction de prolongements infinitésimaux globaux de 
préschémas lisses, à l'existence d'une obstruction de nature cohomologique, qui sera 
précisée plus bas (n° 6). 



5. PROLONGEMENT INFINITÉSIMAL GLOBAL DES MORPHISMES 59 

5. Prolongement infinitésimal global des morphismes 

Soient T un espace topologique, <S un faisceau de groupes sur X, S? un faisceau 
d'ensembles sur T sur lequel Sf opère (à droite, pour fixer les idées). On dit que & 
est formellement principal homogène sous , si l'homomorphisme bien connu 

Sf x &> — > x 9> 

de faisceaux d'ensembles, déduit des opérations de Sf sur 3? , est un isomorphisme. 
Il revient au même de dire que pour tout x <E T, ^ est vide ou un espace principal 
homogène sous le groupe ordinaire @ x , ou aussi que pour tout ouvert U de T, &(U) est 
vide ou un espace principal homogène sous le groupe ordinaire &(U). On dit que & est 
un faisceau principal homogène sous s'il l'est formellement et si en plus les & x sont 
non vides (en d'autres termes, si tous les 2? x sont des espaces principaux homogènes, 
donc non vides, sous les ^ x )^ . Rappelons que l'ensemble des classes (à isomorphisme 
près) de faisceaux principaux homogènes sous <S s'identifie à l'ensemble de cohomologie 
H 1 (T, S?), qui est aussi le groupe de cohomologie usuel de T à coefficients dans 'é 
lorsque est commutatif. On a ainsi, pour tout & principal homogène, une classe 
caractéristique c(3 2> ) G H 1 (T, êf), dont la trivialité est nécessaire et suffisante pour 
que 3? soit trivial (i.e. isomorphe à sur lequel S? opère par translations à droite), 
ou encore pour que & ait une section. 

Proposition 5.1 . Soient S un préschéma, X et Y des préschémas sur S, Y un 
sous-préschéma fermé de Y défini par un Idéal J> sur Y de carré nul. Soit gç, un 
S -morphisme de Yç, dans X, et ^(go) le faisceau sur Y dont les sections sur un 
ouvert U sont les prolongements g: U — » X de go\U DYq en un S -morphisme g. Alors 
£P(go) est un faisceau formellement principal homogène (de façon naturelle) sous le 
faisceau en groupes commutatif 

^ = Hom, Y J S 5(4 /s ),/) 

Posons & = 3^ (go)- Nous devons définir pour tout ouvert U de Y une application 

&(U) x Sf(I7) — > &(U) 

de façon que (a) pour g G &(U) fixé, l'application s >—> gs de &(U) dans 3&(U) est bi- 
jective (b) 3^(U) devient un ensemble à groupe d'opérateurs &{U) (c) les applications 
précédentes sont compatibles avec les opérateurs de restriction pour un ouvert V C U. 
La vérification de (c) sera triviale, on peut donc pour simplifier supposer U = Y. La 
vérification de (b) (qui est, si on veut, de nature locale) sera laissée au lecteur, nous 
nous bornerons donc, pour un g G &(Y) donné, de définir une bijection naturelle 



Wll semble préférable d'adopter le terme plus court et plus parlant de « torseur sous & », introduit 
dans la thèse de J. GlRAUD. 
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de &(Y) sur &(Y). Donc on suppose donné déjà un S'-morphisme g: Y — > X, et on 
cherche une bijection canonique 

(*) Hom^*^), J) ^ P(Y) 

où ,^{Y) est l'ensemble des S'-morphismes g' de y dans X induisant le même mor- 
phismc go : Y — > X que g. La donnée d'un tel 5' est équivalente à la donnée d'un 5- 
72 morphisme h: Y — > X XgX tel que pr x 0/1 = g, et hoi = (g ,g ),où pr 1 ilx^l^l 
est la première projection, i : Y — > F l'immersion canonique, et (go, <7o) : ^o - * x s-X" 
est le morphisme Ax/s9o de composantes go, go : 

v ^0 = (.90,. 9o) 

Comme /lo se factorise par l'immersion diagonale A x /s et que V est dans le voisinage 
infinitésimal d'ordre 1 de Y (i.c. ^ 2 = 0) les h cherchés se factorisent nécessairement 
(de façon unique) par le voisinage infinitésimal du premier ordre de la diagonale, lequel 
s'identifie (en tant que X-préschéma grâce à Wi) au spectre X' du faisceau d'algèbres 
ûx + ^x/s ( ou ^ e deuxième terme est considéré comme un Idéal de carré nul), le mor- 
phisme diagonal X — > X' correspondant à l'augmentation canonique de ce faisceau 
d'algèbres. Posons Y' = X' x x Y, Y ' = Y' x Y Y = X' x x Y , de sorte que les 
h cherchés sont en correspondance biunivoque avec les sections u de Y' sur Y qui 
prolongent une section donnée u de Y ' sur Y . On peut d'ailleurs identifier Y' au 
spectre du faisceau d'algèbres sur Y sé = g*(ûx + ^x/s) = ® Y + 9*(^x/s^' et ^0 
au faisceau d'algèbres s^o — ^ ®e Y @y q = &y + 9o(^x/s)' a l° rs l a section uo est 
celle définie par l'augmentation canonique de A dans ây Q . Donc 3^{Y) s'identifie 
à l'ensemble des homomorphismes d'algèbres si — > Gy qui induisent l'augmentation 
canonique œ/o — > Gy . Or les homomorphismes d'algèbres si — > Gy correspondent 
biunivoquement aux homomorphismes de Modules ^# — ► ^2/ (posant pour simpli- 
fier ^# = <?*(i2j^ s )), et on s'intéresse à ceux qui induisent l'homomorphisme nul 
^#0 — * Gy (où ^#0 = ®e Y &y ) i.e. qui appliquent ^# dans l'idéal ^ de l'aug- 
mentation. On trouve donc l'ensemble Hom^ i ,(^#, c / r ) = Hom^ Y - o (^#o, ^) (puisque 
^ est annulé par c fl). C'est la bijection canonique cherchée (*). 
Tenant compte de l'implication (i)=>(iii) dans 3.1, on trouve : 

73 

Corollaire 5.2. — Si X est lisse sur S (du moins aux points de fl'oO'o)) alors & est 
même un faisceau principal homogène sous le faisceau en groupes commutatifs êf , qui 
en l'occurrence peut aussi s'écrire 



& = 9o(9x/s) ®& Yo J 
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où Qx/s es t I e faisceau sur X dual de O x i S , i-e. le faisceau tangent (ou faisceau des 
dérivations) de X par rapport à S. (Cette dernière formule provient du fait que O x j S 
est alors libre de type fini). 

En particulier, à ce faisceau principal homogène correspond une classe de coho- 
mologie dans H 1 (Fo,^'), dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence 
d'un S'-morphismc g prolongeant go- Et s'il existe un tel prolongement, l'ensemble de 
tous les prolongements possibles est un espace homogène sous le groupe H (Yô,^). 

Dans l'application des méthodes de la géométrie formelle, la situation est le plus 
souvent la suivante : on donne deux S'-préschémas X et 7, un Idéal cohérent sur S, 
on désigne par S n le sous-préschéma fermé de S défini par <# n+l , et on pose 

X n =Xx s S n , Y n =Yx s S n . 

On suppose qu'on a un SVj-morphisme : 

9n • Y n > X n 

(ou, ce qui revient au même, un S'-morphisme Y n —> X ou encore un SVi+i-niorphismc 
Y n — > X n+ \, puisqu'un tel morphisme induit nécessairement Y n — ■» X n ), et on cherche 
à le prolonger en un SVi+i -morphisme 

9n+i '■ Y n+ i — > X n+ i 

(Si on peut continuer indéfiniment, on obtient donc un morphisme Y — > X pour 
les préschémas formels complétés de Y et X pour les Idéaux J*0y et J'ûx)- On 
peut appliquer 5.1 en y remplaçant (S, X, Y, Y , g ) par (S n +i, X n+1 , Y n+1 
faisceau ?f devient ici le faisceau des homomorphismes de Modules de g n (Q x i > s ) 
dans = y n+1 ff Y j ' ,y n + 2 ff Y ■ Comme ^ est annulé par J ûy, on peut remplacer 
alors g n (fi Xn+1 /s n+1 ) P ar le faisceau qu'il induit sur Y Q , savoir ho(Q x ,g), où ho est le 
composé Yq — ► Y n — » X n+1 , ou encore le composé Yo — > X — > X n+ \, où g ■ Yq — » Xq 
est induit par g n . Comme l'image inverse de Q x +i ^ s sur X = X n+ \ Xs„ +1 <So 
est fi Xo i Sa , on voit qu'on a aussi 

- Hom, Vo (g* (n Xo/So ), G Y / ^"+ 2 ûy) 

Donc on obtient le 

Corollaire 5.3 . — Soient S, X,Y,^,g n comme ci-dessus, soit S?(g n ) le faisceau sur Y 
dont les sections sur un ouvert U sont les prolongements g n +i de g n en un *SVi+i _ 
morphisme Y n+ \ — ► X n+ \. Alors ^(g n ) est un faisceau formellement principal ho- 
mogène sous le faisceau en groupes 

<S = Uom ÛYo (g* (n Xo/SQ ),gr n /^(ûy)) 



En particulier 
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Corollaire 5.4. — Si de plus X est lisse sur S (du moins aux points de go(Yo)) alors 
&(g n ) est même un faisceau principal homogène. En particulier, il définit une classe 
d'obstruction dans H 1 (lo,^') ; dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'exis- 
tence d'un prolongement global g n +\ de g n . Et s'il existe un tel prolongement, l'ensem- 
ble de tous les prolongements globaux est un espace principal homogène sous H°(Yo) 
Enfin, dans le cas envisagé, le faisceau peut aussi s 'écrire 

& = 9*o(&x /So)®^ & n /e Y ( Û y) 
Procédant de proche en proche, on voit donc que si tous les H 1 (F ,^ra) son nuls 
(où Sf„ = 9o(Sx /s ) ® gr^r^y (Ôy)), alors partant avec un g^ quelconque, on peut 
le prolonger successivement en gk+i, ■ ■ ■ En particulier, si J? est nilpotent, on pourra 
trouver un prolongement g de g^ à Y. La condition de nullité des H 1 est vérifiée en 
particulier si Y n est affine. On trouve donc : 

Corollaire 5.5 . — Dans l'énoncé du théorème 3.1, on obtient une condition nécessaire 
et suffisante équivalente aux autres en supposant que le Y' qui intervient dans (ii) (ou 
(ii bis)) est affine, et en exigeant l'existence d'un prolongement global g de go à 
tout Y'. 

On notera que la démonstration de 3.1 ne pouvait pas nous donner ce résultat 
directement. 

Un cas important est celui où Y est plat sur S, alors on a donc 
gv n (Û Y ) = gr n (Û s ) ®£? So Gv a 
et lorsque de plus les gr"(^s) sont localement libres sur S, on trouve 

Sf„ = Hom^( îo *(4 n/So ), Û Yq ) ®e Sa gr n (Û s ), 
ou encore, si ^x /g est lui aussi localement libre (par exemple X lisse sur S) 

&n = 9o(8x /So) ®0s o gr"(^s) 

Si par exemple S est affine d'anneau affine A, étant défini par un idéal / de A, on 
trouve 

ff(Fo,S?n) = H^Yo^o) ®a g$(A) 
pour tout i (en effet, la question est locale sur So, et on est ramené au cas où on 
tensorise par un Module libre). Dans ce cas, la nullité de H^YôjS^o) implique que 
toutes les obstructions aux prolongements successifs de g n sont nulles. On obtient 
donc : 

Corollaire 5.6 . — Soient (S,X,Y,y,g n ) comme plus haut, supposons de plus X lisse 
sur S et Y plat sur S, enfin S affine, et les gr n (â's) = ^ n / J? n+1 localement libres. 
Alors l'obstruction à construire g n +\ se trouve dans H 1 (Fo7%) ®A g r ™ +1 (^4) (où A 
est l'anneau de S, I l'idéal de A définissant J?), en posant 

% = 9o(Qx /s ) 

Si H (Yôi^b) = 0, alors g n peut se prolonger en un S-morphisme g:Y^X. 
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Bien entendu, ce résultat resterait valable tel quel, si on partait, au lieu de S- 
préschémas ordinaires X et Y, de «S-préschémas formels J^-adiques X et 2J. Il permet 76 
de prouver par exemple que certains schémas formels propres sur un anneau local 
complet (par exemple) sont en fait algébriques. En effet, procédant comme dans le 
lemme 4.2, on trouve : 

Corollaire 5.7. — Sous les conditions de 5.6, si go est un isomorphisme il en est de 
même de g. 

(N.B. le même résultat vaut pour les immersions fermées). 
On obtient ainsi : 

Proposition 5.8 . — Soient A un anneau local complet d'idéal maximal m, de corps 
résiduel k, soient X et 2) deux préschémas formels m-adiques sur A, plats sur A 
(i.e. pour tout n, X n et Y n sont plats sur A n = A/m n+1 ), on suppose Xq = X®Ak lisse 
sur k et H 1 (X , Qx /k) = 0. Alors tout k-isomorphisme de Y sur X se prolonge en un 
A-isomorphisme de 2J surX ; ce prolongement est unique si de plus B°(X , Qx /k) = 0. 

Cela donne en particulier un résultat d'unicité de préschéma formel lisse sur A se 
réduisant suivant un préschéma Xq donné (moyennant H (Xo,Qx /k) = 0)- De plus, 
si X et 2J proviennent de schémas ordinaires propres sur A, soient X et Y, alors on 
sait d'après le théorème d'existence de faisceaux en Géométrie formelle (cf. exposé 
au Séminaire Bourbaki, N° 182^ 5 ') qu'il y a correspondance biunivoque entre les A- 
isomorphismes Y -^-> X et le ^4-isomorphismes des complétés formels, donc 

Corollaire 5.9 . — L'énoncé précédent 5.8 reste valable en y remplaçant X et ïï) par 
des A-schémas ordinaires X et Y, propres sur A. 

Enfin, lorsque X est un schéma formel propre sur A, et que 2) est de la forme Y où Y 
est un schéma ordinaire propre sur A, alors la proposition 5.8 donne des conditions 
suffisantes pour qu'on puisse trouver un isomorphisme de X avec Y, donc pour que 
le schéma formel X soit en fait « algébrique » (i.e. isomorphe à un X, X un schéma 
ordinaire propre sur A, lequel sera alors canoniquement déterminé). C'est ce qui a 
lieu notamment si Xq = P r k (ou plus généralement, si Xq est un schéma de Severi- 
Brauer, i.e. devient isomorphe à l'espace projectif type sur la clôture algébrique de k) : 77 
tout schéma formel propre et plat sur A, de fibre P£, est algébrisable, et de façon 
plus précise est isomorphe au complété formel m-adique de P^. En particulier (grâce 
au « théorème d'existence » ) tout schéma ordinaire propre sur A, de fibre P r k , est 
isomorphe à P r A (A étant un anneau local complet). Utilisant la théorie de la descente, 
on peut prouver que si A n'est pas complet, X devient isomorphe à P r en faisant une 
extension A — > A' finie et étale de la base (et sous cette forme, le résultat reste valable 
pour une fibre qui est un schéma de Severi-Brauer) . 



< 5 'Cf. EGA III 5.4.1 pour la démonstration. 
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6. Prolongement infinitésimal global des S'-schémas lisses 

Sous les conditions du théorème 4.1, on se propose de chercher s'il existe un 
préschéma X lisse sur Y tel que X Xy Y soit ro-i somor phc à X , sachant qu'un 
tel schéma « existe localement sur X ». Reprenant la méthode de construction de 
proche en proche, on est conduit à remplacer Y par la lettre S, à supposer qu'on se 
donne un sous-préschéma fermé So de S défini par un faisceau d'idéaux y, (qu'il n'est 
plus nécessaire de supposer localement nilpotent), à introduire les sous-préschémas 
fermés S n de S définis par les y n+1 , et à supposer qu'on s'est donné un sous- 
préschéma X n lisse sur S n . On se propose de trouver un S„_|_i -préschéma X n+1 « qui 
se réduit suivant X n », i.e. muni d'un isomorphisme 

Xn+l ><S„ + i S n < X n 

qui soit lisse sur SVi+i (ou, ce qui revient au même par II 2.1, plat sur S n +i). Comme 
nous l'avons signalé dans N° 4, une telle donnée revient à la donnée d'un faisceau d'al- 
gèbres 3$ sur f (&s n+1 ) (où / est l'application continue sous-jacente au morphisme 
structural X n — > S n ), muni d'une augmentation 3ê — » Gx n compatible avec l'aug- 
mentation f~ 1 (^s n+1 ) —* / _1 (^ > S„)) et satisfaisant à deux conditions (a) et (b) que 
nous ne réécrirons pas, nous bornant à noter qu'elles sont de nature locale sur l'espace 
topologique sous-jacent à X n . On sait d'après 4.1 qu'une solution existe localement. 
Elle est de plus unique à isomorphisme (non unique) près, du moins localement. Com- 
mençons par préciser ce point : 

Proposition 6.1 . — Soit X n+ i sur S n +i se réduisant suivant X n sur S n . Alors le 
faisceau (sur l'espace topologique sous-jacent à X n , ou encore à X ) des S n +i~ 
automorphismes de X n+1 qui induisent l'identité sur X n est canoniquement isomor- 
phe à 

(en tant que faisceau de groupes). 

En effet, par 5.4 et 4.2 ce faisceau est un faisceau principal homogène sous <â '. 
Comme il est muni d'une section privilégiée (l'automorphisme identique de X n+ \), il 
s'identifie donc comme faisceau d'ensembles à . Il faut vérifier que cette identification 
est compatible avec les structures de groupe. C'est facile, et d'ailleurs un cas particulier 
d'un résultat plus général sur la compatibilité des structures de fibrés principaux, 
dans 5.1 et 5.3, avec la composition des morphismes (résultat que nous n'énonçons 
pas ici, mais qui se doit de figurer dans le hyperplodoque). 

En particulier, le faisceau sur Xq des germes d'automorphismes de X n+ \ (avec les 
structures explicitées) est commutatif. Il s'ensuit que si X' n+1 est une autre solution 
du problème, isomorphe à X n+ \ au-dessus de l'ouvert U de X , alors l'isomorphisme 
de Aut(X n+ i)\U sur Aut(X' n+1 )\U déduit par transport de structure d'un isomor- 
phisme X n+1 \U X' n+l \U, ne dépend pas du choix de ce dernier. (Ce n'est d'ailleurs 
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autre que l'isomorphisme identique de , lorsque on identifie l'un et l'autre faisceau 
d'automorphismes à 'S grâce à 6.1). 
On déduit de 6.1 : 

Corollaire 6.2. — Soient X n+ \, X' n+l lisses sur S n +i et « se réduisant suivant X n ». 
Alors le faisceau (sur l'espace sous-jacent à Xq) des S n +i-isomorphismes de X n+ \ 
sur X' n+1 induisant l'identité sur X n , est de façon naturelle un faisceau principal 
homogène sous 5f . 

Cela exprime en effet que X n+ i et X' n+l sont isomorphes localement, et que le 
faisceau des germes d'automorphismes du premier est <ë . 

Notons maintenant qu'en vertu de 4.1, on peut toujours trouver un recouvre- 
ment (Ui) de X n par des ouverts (qu'on peut supposer affines), et pour tout i un 
schéma lisse X % sur 5 n +i se réduisant suivant £/,. Supposons pour simplifier X n sé- 
paré, donc les Uij — Ui DUj sont encore des ouverts affines de X n . Comme le H 1 d'un 
tel ouvert, à valeurs dans le faisceau quasi-cohérent , est nul, on en déduit par le 
corollaire 6.2 que X l \Uij est isomorphe à X^t/y ; soit 

f j{ : X'iUij ^ X^Uij 

un tel isomorphisme. Il est déterminé à une section près de 5f sur Uij. Posons, pour 
tout triplct d'indices : 

ff = fji I u ijk où u ijk = Uin Uj n u k . 

Si on avait 

C1 \ Ai) Ak) _ Ai) 

\ L ) J kj Jji J ki ' 

il s'ensuivrait que les X 1 se « recollent » par les fji, donc qu'ils définissent une solu- 
tion X = X n+ \ du problème cherché. Une telle solution existe plus généralement, si 
on peut modifier les fji en des f^ : 

(2) f'ji = fmi feerfc/,^)) 

de telle façon que les /j f satisfassent la condition de transitivité ci-dessus. Cette con- 
dition suffisante pour l'existence d'une solution est aussi nécessaire, comme on voit 
en se rappelant qu'une telle solution X doit, sur chaque Ui, être isomorphe à X 1 , ce 
qui permet donc de choisir des isomorphismes 

fi : X\Ui X i 

et de définir des 

fji = (WijXMij)- 1 : X'\Uij Xi\Uij 

satisfaisant la condition de recollement. 
Or posons 

(o\ f _ / AJ)\-i Ai) Ak) 

\°) Jijk — (Jki ) J kj Jji ' 
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c'est un automorphisme de X z \Uijk, que nous identifierons à une section de 'é grâce 

80 à 6.1. On constate que c'est un 2-cocycle f du recouvrement ouvert ^ = (C/j), à 
coefficients dans , par un petit calcul formel laissé au lecteur. Le même calcul montre 
que moyennant (2), la condition de recollement (1) pour les f-j équivaut à la formule 

(4) / - dg, 

où g = (gij) est considéré comme une 1-cochaîne de ^ à coefficients dans âf . Donc la 
condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une solution du problème est que 
la classe de cohomologie dans H 2 [ty définie par le cocycle (3) soit nulle. Notons 
d'ailleurs que puisque ^ = {U%) est un recouvrement affine de Xo qui est un schéma, 
H 2 (^, <3) s'identifie à H 2 (A , âf ). Il est immédiat d'ailleurs que la classe de cohomolo- 
gie ainsi obtenue dans H 2 (Ao,^) ne dépend pas du recouvrement affine considéré. On 
l'appellera la classe d'obstruction au prolongement de X n en un schéma X n+ \ lisse 
sur S n+ i. 

Supposons cette obstruction nulle. Alors un raisonnement esquissé plus haut montre 
que toute solution X = X n+ \ est isomorphe à une solution obtenue par recollement 
à partir d'isomorphismes /j i7 qu'on peut supposer sous la forme (2), la condition de 
recollement n'étant autre que (3). L'ensemble des g admissibles est donc un espace 
principal homogène sous le groupe Z 1 (W , £f ) des 1-cocycles de ^ à coefficients dans <S ' . 
De plus, on constate tout de suite que deux cochaînes g et g' (telles que dg = dg' = f) 
définissent des solutions isomorphes si et seulement si le cocycle g — g' est de la forme 
dh, oùh= (hi) e C°{W,<g). On trouve donc : 

Théorème 6.3 . — Soient (S, J^,X„) comme ci-dessus, X n étant supposé séparé®. 
Alors on peut définir canoniquement une classe d'obstruction dans H 2 (Xo,^) (où Sf 
est défini dans 6.1), dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence 
d'un schéma X n+ i lisse sur S n +i se réduisant suivant X n . Si cette obstruction est 
nulle, alors l'ensemble des classes, à isomorphisme près (induisant l'identité sur X n ) 
de S n+ i -préschémas X n+ \ se réduisant suivant X n , est de façon naturelle un espace 
principal homogène sous H 1 (X ,^'). 

Remarques 6.4. — A partir de 6.1, les raisonnements faits ici sont purement formels, 

81 et se transcrivent avantageusement dans le cadre des catégories locales, ou même des 
catégories fibrées générales. La classe d'obstruction à l'existence d'un objet « global » 
d'une catégorie (dont on peut trouver un objet « localement », et dont deux objets sont 
toujours « isomorphes localement », le groupe des automorphismes de tout objet étant 
commutatif) ainsi obtenu dans le contexte général, contient comme cas particulier le 
« deuxième homomorphisme bord » dans une suite exacte de faisceaux de groupes 
non nécessairement commutatifs, (étudié par exemple par Grothendieck dans Kansas 

Cette condition est en fait inutile, et on peut éviter les calculs de cocycles plus haut. Cf. le 
livre de J. GlRAUD, Cohomologie Non Abélicnnc (à paraître dans Springcr Verlag 1971). Comparer 
remarques 6.4. 
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ou Tôhoku). Le calcul bébête par cocycles fait ici doit donc être regardé comme un 
pis-aller, dû à la non existence d'un texte de référence satisfaisant. 

6.5. On notera que dans 6.3, il n'y a pas en général d'élément privilégié dans l'espace 
principal homogène envisagé sous H 1 (X ,^'). Cela se traduit notamment par le fait 
que l'on obtient (localisant sur S) un faisceau principal homogène sur So, de groupe 
structural R 1 /*(^), qui n'est pas nécessairement trivial, i.e. qui définit une classe 
de cohomologie dans H 1 (S I , R 1 /*^)) qui n'est pas nécessairement nulle. (Lorsque 
l'on suppose que la classe d G H 2 (Jf ,^) n'est pas nulle, mais nulle « localement 
au-dessus de S », i.e. définit une section nulle de R 2 /»(Sf), i.e. un élément nul dans 
H°(S ,R 2 .f*(âO))- 

6.6. On ne sait pour l'instant à peu près rien sur le mécanisme algébrique général 
des classes de cohomologie introduites dans ce numéro et ses relations avec le numéro 
précédent, et on ne sait rien en dire de précis dans les cas particuliers les plus simples, 
tel le cas des schémas abéliens sur des anneaux artiniens^. On espère qu'il se trouvera 
des gens pour chiader la question, qui semble particulièrement intéressante. Elle est 
intimement liée en particulier à la « théorie des modules » des structures algébriques. 

Corollaire 6.7. — Supposons que H 2 (X , = 0, alors un X n+1 existe, et il est unique 
à isomorphisme près si de plus H 1 (Xo,^') = 0. 

En particulier, on en conclut, en procédant de proche en proche (et remarquant 
qu'un schéma affine est acyclique pour un faisceau quasi- cohérent) : 

Corollaire 6.8. — Sous les conditions du théorème 4.1, si Xq est affine, alors il existe 
un X lisse sur Y se réduisant suivant X , et cet X est unique à isomorphisme (non 
unique) près. 

On notera que la démonstration directe du th. 4.1 ne pouvait nous donner ce ré- 
sultat. 

Corollaire 6.9. — Sous les conditions de 6.3, supposons S affine d'anneau A, J? défini 
parunidéall de A, enfin les gr^ (&s) = jz r ™/jz r ™+ 1 localement libres. AlorsW(X ,&) 
s'identifie à W{X Q ,%) ® A gr? +1 (A), où 

% = 8x /So, 

donc la classe d'obstruction au prolongement de X n se trouve dans 
H 2 (X ,%) (8U gr" +1 (A), et si elle est nulle, l'ensemble des classes (à isomorphisme 
près) de solutions est un espace principal homogène sous H 1 (X ,%) ®a g r ™ +1 (^4)- 

' 7 )On sait maintenant que cette obstruction est toujours nulle dans ce cas [ajouté en 2003 (MR) : 
cf. F. Oort, Finitc group schemes, local moduli for abelian varieties and lifting problcms, Algcbraic 
Geometry Oslo 1970, Wolters-Noordhoff, 1972, p. 223-254]. 
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En particulier : 

Corollaire 6.10. — Sous les conditions de 6.9 supposons 

B 2 (X , QXo/So ) = 0, 

alors il existe un schéma formel I-adique X sur le complété formel -adique S de S, 
qui soit « lisse sur S » (i.e. les X p sont lisses sur les S p ) et qui se réduise suivant X n , 
i.e. muni d'un isomorphisme 

X Xs S n < — X n . 

Si de plus H 1 (X , flxo/So) = ®> a l° rs un tel X est unique à isomorphisme près. 

En effet, on construit de proche en proche X n+ i, X n+ 2, etc., d'où X en passant à 
la limite inductive des JQ. L'assertion d'unicité figure déjà au n° précédent. 

7. Application à la construction de schémas formels et de schémas ordi- 
naires lisses sur un anneau local complet A 

Les résultats du n° précédent permettent parfois de prouver l'existence d'un schéma 
formel m-adique sur un tel anneau, se réduisant suivant un schéma lisse Xç, sur k 
donné. Distinguons deux cas : 

a) A est « d'égales caractéristiques » (c'est le cas en particulier si k est de carac- 
téristique 0). Alors on sait qu'il existe un sous-corps de représentants de A, i.e. un 
sous-corps k' tel que A — > k induise un isomorphisme k' — ► k. Alors il existe même 
un schéma ordinaire lisse sur A se réduisant suivant X , savoir X = Xç,®k A, A étant 
considéré comme une algèbre sur k grâce à l'homomorphisme k — > k' — > A défini par k! . 
Il faut cependant noter que cette construction n'est pas « naturelle » ; il est facile de 
se convaincre (déjà dans le cas où A = k[t]/(t 2 ), algèbre des nombres duaux) qu'un 
autre homomorphisme de relèvement k — > A (défini en l'occurrence par une dérivation 
absolue de k dans lui-même) définit un X' sur A qui en général n'est pas isomorphe 
à X (si H 1 (Xo, Qx /k) 7^ 0). Il serait d'ailleurs intéressant d'étudier (pour k de carac- 
téristique 0, ou non parfait et de caractéristique p > 0) quels sont les X lisses sur A 
qu'on obtient ainsi, à quelle condition deux homomorphismes k — > A définissent des 
A-schémas isomorphes. Néanmoins, l'existence de k' suffit à entraîner que la première 
obstruction au relèvement de Xq, qui est dans H 2 (Xq, Qx /k) ®k tn/m 2 , est nécessaire- 
ment nulle. Bien entendu, quand on a relevé alors Xq en X\ lisse sur ^4/m 2 , la nouvelle 
obstruction à la construction de X2 ne sera en général pas nulle : elle sera fonction d'un 
clément variable dans un certain espace principal homogène sous H 1 (Xo,%) <g>m/m 2 
et se trouve dans H 2 (X ,%) ® m 2 /m 3 : il conviendrait d'étudier la situation de façon 
détaillée' 8 ). 



' 8 'Elle est sans doute décrite par l'opération crochet de Kodaira-Spenccr (cf. Séminaire Cartan, 
1960/61, Exp. 4). 
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b) A est d'inégales caractéristiques. Dans ce cas, on ignore tout, (sauf si par chance 
H 2 (X o ,0x o /fc) = 0, auquel cas on peut construire un schéma formel m-adiquc simple 
sur A se réduisant suivant k). Même si A — Z/p 2 Z et si Xo est un schéma « abélien » 
de dimension 2, on ne sait pas si on peut le relever en un X = Xi lisse sur A^ 9 \ 
d'autre part, on n'a pas d'exemple d'un X dont on ait prouvé qu'il ne provient pas 
d'un schéma ordinaire X lisse sur A. (J'ai l'impression que cela doit exister, avec X 
une surface projective)*- 10 '. Signalons simplement que d'après le théorème de Cohen, 
il existe un p-anneau de Cohen B de corps résiduel k et un homomorphisme B — > A 
induisant l'isomorphisme identique sur les corps résiduels ; par suite, le résultat « le 
plus fort » de relèvement serait obtenu en prenant pour A un p-anneau de Cohen : s'il 
existe une solution (ordinaire ou formelle) au-dessus d'un tel anneau, il en existe une 
au-dessus de tout anneau local complet de corps résiduel k. En particulier, comme 
pour un p-anneau de Cohen m/m 2 s'identifie canoniquement à k, on voit que pour 
tout schéma lisse Xq sur un corps k de caractéristique p > 0, il existe une classe 
de cohomologie dans H 2 (X , Qx /k) première obstruction au relèvement de X en un 
schéma lisse sur un p-anneau de Cohen ; on ignore si elle peut être non nulle^ 11 ). 

Même si on arrive de proche en proche à construire les X n se réduisant suivant Xo, 
cela ne donne en général qu'un schéma formel X lisse sur A, se réduisant suivant Xo. 
Lorsque X est propre sur A, il reste la question si X est en fait algébrisable, pour 
pouvoir obtenir un schéma ordinaire propre sur A et simple sur A, se réduisant suiv- 
ant Xq. Le seul critère connu (signalé dans le Séminaire Bourbaki, et qui figure dans 
les Éléments, Chap. III, 4.7.1) est le suivant : si X est propre sur A, et si Jzf est un 
faisceau inversible sur X tel que le faisceau induit Jzfo sur Xq soit ample (i.c. une 
puissance tensorielle convenable J£® n , n > 0, provient d'une immersion projective 
de Xo) alors il existe un schéma X projectif sur A, et un faisceau inversible ample 
sur X, tels que (X, Jzf) s'en déduise par complction m-adique. Cela nous amène donc, 
étant donné un faisceau localement libre Sq sur Xo (que nous choisirons inversible 
ample pour notre propos), de le prolonger en un faisceau localement libre S sur X. 
Pour ceci, on est ramené à construire de proche en proche des faisceaux localement li- 
bres S n sur les X„. La discussion est toute analogue à celle du N° 6, (cf. remarque 6.4), 
le rôle essentiel étant joué par le faisceau des automorphismes d'un S n+1 qui induisent 
l'identité sur S n : on montre aussitôt que ce faisceau s'identifie à 

(*) Sf = Hom feo {Sq, Sq ® & n +\û x )) = Hom, Xo [Sq, Sq) ® gr^ +1 (^ x ) 

qui est encore un faisceau en groupes commutatifs. On trouve : 



( 9 ) C'est maintenant prouvé, cf. note 7 page 67. 

( 10 'Un tel exemple a été depuis construit par J-P. Serre (Proc. Nat. Acad. Se. USA 47 (1961), N° 1, 
p. 108-109), du moins pour certaines dimensions. D. Mumford a donné un exemple (non publié) avec 
une surface algébrique. 

( 11 'Elle peut être non nulle, comme signalé en note 10 à la page 69. 
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Proposition 7.1. — Soit S un préschéma muni d'un faisceau quasi- cohérent 
d'idéaux ,f , X un préschéma sur S, S n le sous-préschéma de S défini par y n+1 , 

85 et X n = X x s S n (pour tout entier n). Soit S n un faisceau localement libre sur X n , 
on se propose de le prolonger en un faisceau localement libre <o n+ i sur X n+ \. Alors <§ n 
définit une classe d'obstruction canonique dans H 2 (X ,Sf), où est le faisceau quasi- 
cohérent donné par la formule ci-dessus, classe dont l'annulation est nécessaire et 
suffisante pour l'existence d'un $ n +\ prolongeant S n . Si cette classe est nulle, alors 
l'ensemble des classes, à isomorphisme près (induisant l'identité sur é> n ) de solu- 
tions S'n+i, est un espace principal homogène sous H 1 (X ,^). 

Cette proposition donne lieu aux corollaires habituels. Signalons seulement que 
si X est plat sur S, alors on peut écrire 

Sf = Hom feo (<? , <?o) ®0 So gr^ +1 (^s) 
d'où, si S est affine d'anneau A et si les ,y n / ,y n+1 sont localement libres, la condition 
suffisante 

H 2 (X ,%) = avec % = Hom^ (<? , 4>) 
pour l'existence d'un S n+ \, donc de proche en proche pour l'existence de prolonge- 
ments successifs S m (m = n,n + 1, etc.). 

Revenant à la situation de départ, on trouve donc : 

Proposition 7.2. — Soient A un anneau local complet, X un schéma formel propre 
et plat sur A, tel que Xq soit projectif et que H 2 (Xq, &x ) = 0. Alors il existe un 
schéma X projectif sur A dont le complété formel m-adique est isomorphe à X. 

Conjuguant avec 6.10, on trouve : 

Théorème 7.3. — Soient A un anneau local complet de corps résiduel k, X un schéma 
projectif et lisse sur k, tel que 

H 2 (X , flXo/fe )-H 2 (X ,^ o )=0 

Alors il existe un schéma lisse et projectif X sur A, se réduisant suivant X . 

Plus généralement, si on se donne un X n lisse sur A n — A/m n+1 se réduisant suiv- 
ant Xo, alors il existe un X lisse et propre sur A et un isomorphisme X ®a A n = X n . 

Corollaire 7.4. — Toute courbe lisse et propre sur k provient par réduction d'une 
courbe lisse et propre sur A. 

C'est ce résultat qui sera l'outil essentiel (avec le théorème d'existence de fais- 
ceaux en Géométrie Formelle) pour étudier le groupe fondamental de Xq par voie 

86 transcendante. 
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MORPHISMES PLATS 



Nous donnons ici surtout les propriétés de platitude qui nous ont servi dans les 
exposés précédents. Une étude plus détaillée se trouvera au Chapitre IV des « Eléments 
de Géométrie Algébrique » en préparation W, où on étudie de façon systématique la 
situation suivante : X étant localement de type fini sur Y localement noethérien, et & 
cohérent sur X et y-plat, donner des relations entre les propriétés de Y, celles de et 
celles des faisceaux cohérents induits par sur les fibres de X — > Y (du point de vue 
notamment de la dimension, de la dimension cohomologique, de la profondeur etc.). 
On a notamment une façon systématique d'obtenir des théorèmes du type Seidenberg 
ou Bertini (pour les sections hyperplanes). Le résultat essentiel pour l'application des 
méthodes de platitude dans ce contexte est le suivant (qui sera démontré plus bas) : 
Si Y est intègre, X de type fini sur Y, & cohérent sur X, il existe un ouvert non vide U 
de Y tel que & soit F-plat aux points de X au-dessus de U. Une deuxième façon, sans 
doute encore plus importante, dont la platitude s'introduit en Géométrie Algébrique, 
est la théorie de descente : voir par exemple les deux exposés de Grothendieck sur le 
sujet au Séminaire Bourbaki^ 2 ). La platitude semble ainsi une des notions techniques 
centrales en Géométrie Algébrique. 

Rappelons que la notion de platitude et fidèle platitude a été introduite par Serre 
dans GAGA. Un exposé des n° 1 et 2 suivants se trouvera aussi dans Alg. Comm. de 
Bourbaki (qui bien entendu, comme le titre du livre l'indique, ne se borne pas au cas 
d'anneaux de base commutatifs)^ 3 ' . 

Contrairement aux exposés précédents, nous ne supposons pas que les anneaux 
envisagés sont nécessairement noethériens. 



WCî. EGA IV 11 et 12. 

( 2 'et, pour un exposé plus détaillé, les Exposés VIII et IX plus bas. 

( 3 'N. Bourbaki, Algèbre Commutative, Chap. I (Modules Plats), Act. Se. Ind 1290, Paris, Hermann 
(1961). 
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1. Sorites sur les modules plats 

88 Un module M sur l'anneau A est dit plat (ou A-plat si on veut préciser A) si le 
foncteur 

Tm '■ N i — > M (g) A N 

(qui est en tous cas exact à droite) est exact, i.e. transforme monomorphismes en 
monomorphismes. Il revient au même de dire que le premier foncteur dérivé à droite, 
ou tous les foncteurs dérivés à droite, sont nuls, i.e. que l'on a 

Torf (M, N) = pour tout N, 

resp. qu'on a 

Torf (M, N) = pour i > 0, tout N. 
Comme les Tor^ commutent aux limites inductives, il suffit d'ailleurs de vérifier ces 
conditions pour N de type fini, et même (prenant alors une suite de composition de N 
à quotients monogènes) que l'on ait 

Torf (M, N) = 

si N monogène, i.e. de la forme A/I, I étant un idéal de A. Notons d'ailleurs que 

Torf (M, A jl) = / ® A M -> M = A ® A M est injectif, 

comme on voit sur la suite exacte des Tor, compte tenu de Tor^(M, A) = 0. Donc M 
plat équivaut à dire que pour tout idéal /, l'homomorphisme naturel 

I ® A M — y IM 

est un isomorphisme. Il suffit d'ailleurs de le vérifier pour / de type fini, a fortiori il 
suffit de vérifier que le foncteur M® est exact sur les modules de type fini. 

Comme chaque fois qu'on a un foncteur exact T, si on identifie, pour un sous-objet 
N' de N, T(N') à un sous-objet de T(N), on a 

T(N' n N") = T(N') n T(N") 
T(N' + N") = T(N') + T(N") 
pour deux sous-objets N', N" de N. 

Une somme directe de modules plats, un facteur direct d'un module plat, est plat. 
En particulier, A étant plat, un module libre, donc aussi un module projectifi est 
plat. Le produit tensoriel de deux modules plats est plat, et si M est plat sur A, 
alors M ®a B est plat sur B pour tout changement de base A — > B (à cause de 

89 l'associativité du produit tensoriel et du fait qu'un composé de foncteurs exacts est 
exact). Si M est plat sur B, B plat sur A, alors M est plat sur A (même raison). 

La suite exacte des Tor, plus la « commutativité » du Tor, donne : 

Proposition 1.1. — Soit — » M' — > M — ► M" — » une suite exacte de A-modules, 
M" étant plat. Alors 

(i) cette suite reste exacte par tensorisation par n'importe quel A-module N 

(ii) pour que M soit plat, il faut et il suffit que M 1 le soit. 
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On peut donc dire que du point de vue du comportement par produits tensoriels, 
les modules plats sont « aussi bons » que les modules libres ou projectifs (et la suite 
exacte de 1.1 en particulier est « aussi bonne » que si elle splittait). 

Soit S une partie multiplicativement stable de A, alors S~ X A est plat sur A, 
car S~ X A (g> N = S~ X X est un foncteur exact en N. Si M est A-plat, alors 
S^M = S^ 1 A (g) M est S -1 A-plat, la réciproque étant vraie si M -> S~ X M est 
un isomorphisme, i.e. si les s 6 S sont bijectifs dans M (à cause de la transitivité de 
la platitude, S -1 A étant plat sur A). Plus généralement, le cas d'un morphisme de 
préschémas X — > Y et d'un faisceau quasi-cohérent & sur X dont on veut étudier la 
platitude par rapport à Y conduit à la situation avec deux anneaux : 

Proposition 1.2. — Soient A — » B un homomorphisme d'anneaux, M un B-module, 
T une partie multiplicativement stable de B. 

(i) Si M est A-plat, alors T~ X M est A-plat (donc aussi S -1 A-plat pour toute partie 
multiplicativement stable S de A s 'envoyant dans T) . 

(ii) Inversement, si M n est plat sur A n pour tout idéal maximal n de B, M n est 
plat sur A (ou, ce qui revient au même, sur A m , où m est l'idéal premier de A image 
inverse de n) alors M est A-plat. 

On a en effet la formule, fonctoricllc par rapport au A-module TV : 

T- X M ® A N = T _1 (M ® A N) 

car les deux membres sont fonctoriellement isomorphes à T~ X B ®b M ®s ^(b) (avec 
N(b) = N ®a B) en vertu des formules d'associativité de ®. Il s'ensuit aussitôt que si 
M (g) a N est exact en TV, il en est de même de T~ X M ®a X (comme composé de deux 
foncteurs exacts), d'où (i). Et il s'ensuit de même (ii), car pour vérifier l'exactitude 
d'une suite de £>-modulcs, il suffit de vérifier l'exactitude des localisés en tous les 
idéaux maximaux de B. 

Proposition 1.3. - (i) Soit M un A-module plat. Si x G A est non diviseur de 
dans A, il est non-diviseur de dans M. En particulier, si A est intègre, M est sans 
torsion. 

(ii) Supposons que A soit intègre et que pour tout idéal maximal m de A, A m soit 
principal (par exemple A anneau de Dedekind, ou même principal). Pour que le A- 
module M soit plat, il faut et il suffit qu'il soit sans torsion. 

On obtient (i) en notant que l'homothétie x dans M s'obtient en tensorisant par M 
l'homothétie x dans A. Pour (ii), on peut supposer déjà A principal grâce à 1.2 (ii) ; 
il faut montrer que si M est sans torsion, alors pour tout idéal I de A, l'injection 
I — > A tensorisée par M est une injection, ce qui signifie que le générateur x de I est 
non diviseur de dans M, O.K. 
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2. Modules fidèlement plats 

Un foncteur F d'une catégorie dans une autre est dit fidèle si pour tout X, Y, 
l'application Rom(X, Y) — ► Rom(F(X), F (Y)) est injective. S'il s'agit d'un foncteur 
additif de catégories additives, il revient au même de dire que F(u) = implique u = 0, 
et cela implique que F{X) = implique X = 0. Pour que F soit fidèle et exact, il faut 
et il suffit que la condition suivante soit vérifiée : pour toute suite M' — > M — > M" 
de morphismes dans la suite transformée F(M') — ► F(M) — > F (M") est exacte 

et seulement si la précédente l'est. Ou encore : -F est exact, et F(X) = implique 
X = 0. (N.B. pour pouvoir parler d'exactitude, il faut supposer les catégories en jeu 
abéliennes). Supposons qu'on ait une famille (Mi) d'objets non nuls de fé 7 tels que 
tout objet non nul de ^ ait un sous-objet admettant un quotient isomorphe à un Mj. 
Alors F fidèle et exact équivaut à : F exact, et F (Mi) ^ pour tout i. Si est la 
catégorie des modules sur un anneau A, on peut prendre par exemple pour (Mi) la 
famille des A/m, m parcourant les idéaux maximaux de A. (En effet, tout module non 
nul admet un sous-module non nul monogène, donc isomorphe à un A/1, I idéal ^ A, 
lequel par Krull admet un quotient A/m). De ces sorites, on déduit en particulier : 

Proposition 2.1 . Soit M un A-module. Conditions équivalentes : 

(i) Le foncteur M® a est fidèle et exact. 

(i bis) M est plat, et M ® A N = implique N = 

(i ter) M est plat, et M (g) A/ m ^ pour tout idéal maximal m de A. 

(ii) Pour toute suite d'homomorphismes N' —> N — > N" , la suite tensorisée par 
M est exacte si et seulement si la suite initiale l'est. 

On dit alors que M est un A-module fidèlement plat. En particulier, si M est 
fidèlement plat, alors N — > N' est un monomorphisme (épimorphisme, isomorphisme) 
si et seulement si l'homomorphisme tensorisé par M l'est. Un module fidèlement plat 
est fidèle, puisque l'homothétie / dans M s'obtient en tensorisant par M l'homothétic 
/ dans A. 

On voit comme dans 1 les propriétés de transitivité habituelles : le produit tensoriel 
de deux modules fidèlement plats est fidèlement plat, si M est fidèlement plat sur A, 
M ®a B est fidèlement plat sur B pour toute extension de la base A — » B, si B est 
une A- algèbre qui est fidèlement plate sur A et si M est un _B-module fidèlement plat, 
c'est un A- module fidèlement plat. 

Corollaire 2.2. — Soit A — > B un homomorphisme local d'anneaux locaux, M un B- 
module de type fini. Pour que M soit fidèlement plat sur A, il faut et il suffit qu 'il soit 
plat sur A et non nul. 

Résulte du critère (i ter) et de Nakayama. En particulier, pour que B soit A-plat, 
il faut et il suffit qu 'il soit fidèlement A-plat. 
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Proposition 2.3 . — Soit A — > B un homomorphisme d'anneaux, M un B-module qui 
est fidèlement plat sur A. Pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal premier q 
de B qui l'induise. 

Divisant par p, on est ramené au cas où p — 0. Localisant en l'idéal premier 0, on 
est ramené au cas où A est un corps. Mais M étant fidèlement plat sur A est non 
nul, a fortiori B ^ 0, donc S a un idéal premier, qui ne peut qu'induire l'unique idéal 
premier de A ! Géométriquement, on peut dire que l'existence d'un faisceau quasi- 
cohérent & sur X = Spec(-B) qui soit « fidèlement plat » relativement à A, implique 
que X — > Y = Spec(^4) est surjectif. 

Corollaire 2.4. — Supposons M plat sur A, de type fini sur B et Supp M = Spec(_B) 
(i.e. M q 7^ pour tout idéal premier q de B). Alors les idéaux premiers q de B 
contenant pB minimaux induisent p. 

On est encore ramené au cas p — (car les hypothèses se conservent toutes en 
divisant), donc A intègre. On est ramené à l'énoncé suivant : 

Corollaire 2.5. — M étant comme dessus, tout idéal premier minimal q de B induit 
un idéal premier p de A qui est minimal. 

En effet, localisant en p et q, on est ramené à prouver que si A et B sont locaux 
et l'homomorphisme A — > B local, M un B-module non nul plat sur A, et si B est 
de dimension 0, alors A est de dimension 0. Par 2.2 et 2.3, on conclut que tout idéal 
premier de A est induit par un idéal premier de B, donc par l'idéal maximal de B, 
donc est l'idéal maximal, cqfd. Géométriquement, 2.5 signifie que toute composante 
irréductible de X = Spec(-B) domine quelque composante irréductible de Y = Spec(A) 
(moyennant l'existence d'un faisceau quasi-cohérent de type fini sur X, de support X, 
et plat par rapport à Y). 

On notera qu'on n'a pas eu à supposer dans 2.4 M fidèlement plat sur A, mais 
rien ne garantit alors l'existence d'un idéal premier contenant pB (donc d'un minimal 
parmi de tels). 

Proposition 2.6 . Soit i: A — » B un homomorphisme d'anneaux. Conditions équiv- 
alentes : 

(i) B est un A-module fidèlement plat. 

(ii) B est plat sur A, et Spec(_B) — » Spcc(A) est surjectif 

(ii bis) B est plat sur A, et tout idéal maximal est induit par un idéal de B. 

(iii) i est injectif et Coker i est un A-module plat. 

(iv) Le fondeur M = M®aB en le A-module M est exact, et l'homomorphisme 
fonctoriel canonique M — » M( B ) est injectif. 

(iv bis) Pour tout idéal I de A, I ®a B — » IB est un isomorphisme, et l'image 
inverse de IB dans A est égale à I. 
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On a (i)=>(ii) par 2.3, (ii)=>(ii bis) est trivial, (ii bis)=>(i) par le critère (i ter) 
de 2.1. On a (iii)=>(iv) par 1.1, (iv)=>(iv bis) trivialement (en faisant M = A/I dans 
la deuxième condition (iv bis)), et (iv bis)=>(i) en vertu du critère de platitude par 
idéaux vu au début de 1 et du critère 2.1 (i ter). Enfin, (iv)==>(iii) par une réciproque 
facile de 1.1, et (i)=>(iv) car si N est le noyau de M — > M ® A B = T(M), alors 
(T étant exact) N -> T(N) est nul d'où T(N) = N ® A B = 0, d'où N = 0, cqfd. 

3. Relations avec la complétion 

Soient A un anneau noethérien, I un idéal dans A, A le séparé complété de A pour 
la topologie 7-préadique, et pour tout A-modulc M, soit M son complété pour la 
topologic 7-préadique. C'est un A-module, d'où un homomorphisme canonique 

M ® A Â — y M. 

Lorsque M parcourt les modules de type fini, le foncteur MhM est exact, comme 
il résulte facilement du théorème de Krull : Si N C M, la topologie de N est celle 
induite par la topologie de M. Comme M ® A A est exact à droite, on en conclut 
aisément (en résolvant M par L — > V — > M, avec L et L' libres de type fini) que 
l'homomorphisme fonctoriel plus haut est un isomorphisme [M étant aussi exact à 
droite) et par conséquent que M ® A A est aussi un foncteur exact en M. Par suite : 

Proposition 3.1. — Soient A un anneau noethérien, I un idéal de A, alors le complété 
séparé A de A (pour la topologie I -préadique) est plat sur A. 

Corollaire 3.2. — Pour que A soit fidèlement plat sur A, il faut et il suffit que I soit 
contenu dans le radical de A. 

En effet, il suffit d'appliquer le critère 2.1 (i ter). 

Ces résultats résument tout ce qu'on sait dire, du point de vue de l'algèbre linéaire, 
sur les relations entre A et A. Le corollaire 3.2 est surtout utilisé lorsque A est un 
anneau local noethérien et que / est contenu dans l'idéal maximal m (et le plus 
souvent, lui est égal). 

4. Relations avec les modules libres 

Proposition 4.1. — Soient A un anneau, I un idéal de A, M un A-module. Supposons 
qu'on soit sous l'une ou l'autre des hypothèses suivantes : 

(a) / est nilpotent 

(b) A est noethérien, I est dans le radical de A, et M est de type fini. 

Pour que M soit libre sur A, il faut et il suffit que M <g> A/I soit libre sur A/I, et que 
Torf (M, A/I) = 0. 
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C'est nécessaire, prouvons la suffisance. Soit (a) une famille d'éléments de M dont 
l'image dans M (g) A/I = M/IM y définit une base sur A/I (c'est une famille finie 
dans le cas (b)). Soit L le A-module libre construit sur le même ensemble d'indices, 
on a donc un homomorphisme L — » M tel que la tensorisation T par A/I induit un 
isomorphisme T(L) T(M). Si Q est le conoyau de L — » M, on a donc T(Q) = 0, 
d'où Q = en vertu de Nakayama (valable sous l'une ou l'autre condition (a) ou (b)). 
Donc L —y M est surjectif, soit i? son noyau, on a donc une suite exacte 

— > R — > L — y M — > 

d'où, comme Torf (M, A/I) = 0, une suite exacte -> T(R) T(i) -> T(M) 0, 
d'où T(_R) = 0, d'où encore R — en vertu de Nakayama (tenant compte que dans le 
cas (b), R est de type fini puisque A était supposé noethérien). 

Corollaire 4.2 . — On peut remplacer la condition Torf(M, A/I) = par : l'homo- 
morphisme canonique surjectif 

(*) gr?(M) grj(4) — » gr 7 (M) 

est un isomorphisme. 

En effet, si M est libre, cela est certainement vérifié. Il faut donc prouver que si 
M (g) A/I est libre sur A/I et la condition sur les gr vérifiée, alors M est libre. On 
reprend la démonstration ci-dessus en construisant L — > M, il résulte de l'hypothèse 
que cet homomorphisme induit un isomorphisme pour les gradués associés, donc son 
noyau est contenu dans l'intersection des I n L, donc est nul (comme il est trivial dans 
(a), et bien connu dans (b)). Cqfd. 

Corollaire 4.3 . — Supposons que A/I soit un corps. Alors les conditions suivantes 
sur M sont équivalentes : 

(i) M est libre 

(h) M est projectif 

(ni) M est plat 

(iv) Toif (M, A/I) = 

(v) L 'homomorphisme canonique (*) est bijectif. 

En effet, dans le cas envisagé, M <g> A/I est automatiquement libre. 
Le résultat précédent est valable dans les deux cas suivants : 

(a) M est un module quelconque sur un anneau local A dont l'idéal maximal / est 
nilpotent (par exemple un anneau local artinien). 

(b) M est un module de type fini sur un anneau local noethérien. 
Rappelons pour mémoire : 

Corollaire 4.4 . — Supposons que A soit un anneau local noethérien intègre d'idéal 
maximal m = I, de corps résiduel k = A/I, de corps des fractions K. Soit M un 
module de type fini sur A. Alors les conditions équivalentes (i) à (v) précédentes 
équivalent aussi à 



78 



EXPOSÉ IV. MORPHISMES PLATS 



(vi) M ®a K et M ®a k sont des espaces vectoriels de même dimension (i.e. le 
rang de M sur A est égal au nombre minimum de générateurs du A-module M). 

Démonstration immédiate ; on laisse au lecteur le soin de généraliser au cas où A est 
seulement supposé sans éléments nilpotents : il faut alors exiger que les rangs de M 
pour les idéaux premiers minimaux de A soient égaux à la dimension de l'espace 
vectoriel M (gu k. 

5. Critères locaux de platitude 

Proposition 5.1. — Soit A un anneau muni d'un idéal I, M un A-module. Supposons 

Torf (M, A/I n ) = pour n > 
alors l'homomorphisme canonique surjectif 
(*) gr?(M) ® A/I gVj{A) — > grj(M) 

est un isomorphisme. La réciproque est vraie si I est nilpotent. 
L'hypothèse signifie que les homomorphismes 

r ® A m — ► i n M 

sont des isomorphismes, d'où aussitôt le fait que les homomorphismes 

jryjn+1 ^ M > I n M / I n+1 M 

sont des isomorphismes. Réciproquement, supposons cette condition vérifiée et / nilpo- 
tent, prouvons Torf (M, A/I n ) = pour tout n. C'est vrai pour n grand, procédons 
par récurrence descendante sur n, en le supposant prouvé pour n + 1. On a un dia- 
gramme commutatif 

M ® I n+1 > M ® I n > M (g) {I n /I n+1 ) > 

> MI n+1 > MI n > MI n /MI n+1 >• 

où les lignes sont exactes. Par hypothèse, la dernière flèche verticale est un isomor- 
phisme, et l'hypothèse de récurrence signifie aussi que la première flèche verticale l'est. 
Il en est donc de même de la flèche verticale médiane, ce qui achève la démonstration. 

La proposition suivante a été dégagée au moment du Séminaire par Serre; elle 
permet des simplifications substantielles dans le présent numéro. 

Proposition 5.2 . — Soient A — » B un homomorphisme d'anneaux, M un A-module. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Pour tout B -module N, on a Torf (M, N) = ; 

(ii) Torf (M, B) = 0, et M {B) = M ® A B est B-plat. 
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On a un isomorphisme fonctoriel 

M® A N=(M® A B) ® B N 

qui exprime le premier membre, considéré comme foncteur en M, comme un composé 
de deux foncteurs M i— > M <E> A B et P i— > P <E>b N. Comme le premier transforme 
modules libres sur A en modules libres sur B, donc projectifs en projectifs, on a la 
suite spectrale des foncteurs composés 

Tor^(M, N) *= Torf(Tor^(M, B), N) 

d'où une suite exacte pour les termes de bas degré 

< — Torf (M ® A B, N) < — Torf (M, N) < — Torf (M, B) ® A N 

Si (i) est vérifié, alors on conclut de cette suite exacte Torf (M ® A B,N) = pour 
tout N, i.e. M ® A B est £?-plat, d'où (ii). Si inversement (ii) est vérifié, alors dans la 
suite exacte les termes entourant Torf (M, N) sont nuls, donc on a (i). 

Corollaire 5.3 . — Supposons que B = A/I, alors les conditions précédentes équivalent 
à la suivante : 

(iii) Tor^(M, N) — pour tout A-module N annulé par une puissance de I . 

En effet, (i) signifie qu'il en est ainsi si N est annulé par /. On en déduit (iii) en 
appliquant l'hypothèse aux I n N/I n+1 N. 

Corollaire 5.4. — Sous les conditions de 5.3, les conditions envisagées impliquent que 
l'homomorphisme fonctoriel 

(*) gr?(M) ® A/I grj (A) — grj(M) 

est un isomorphisme, et que M ®a A/I est plat sur A/I. 

Il suffit d'appliquer (iii) et (5.1). Utilisant la réciproque de 5.1 dans le cas ï nilpo- 
tent, on trouve : 

Corollaire 5.5. — Soient A un anneau muni d'un idéal nilpotent I, M un A-module. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) M est A-plat 

(ii) M ® A A/I est A/I -plat, et Torf (M, A/I) = 

(iii) M ®a A/I est A/I-plat, et l'homomorphisme canonique (*) sur les gradués 
est un isomorphisme. 

En effet, ce sont respectivement les conditions (iii) et (ii) précédentes, et celles de 
corollaire 5.4. 

Ne supposons plus I nilpotent, alors on aura seulement a priori dans 5.5 les impli- 
cations (i)=>(ii)=>(iii). D'autre part, comme la condition (iii) reste stable en divisant 
par une puissance de /, on voit en vertu de 5.5 qu'elle implique 

(iv) pour tout entier n, M ® A/I n est plat sur A/I n . 
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On se propose de donner des conditions moyennant lesquelles on peut en conclure (i) , 
i.e. que M est A-plat. Je dis qu'il suffit pour ceci que A soit noethérien et que M 
satisfasse la condition de finitude suivante : pour tout module de type fini N sur A, 
M ®a N est séparé pour la topologie I-préadique. (Il suffirait de le vérifier si N 
est un idéal de type fini dans A). En effet, prouvons que sous ces conditions, si 
N' — > N est un monomorphisme de modules de type fini, M <gi A N' — > M ® A N 
est un monomorphisme. Il suffit en effet de montrer que le noyau est contenu 
dans les I n (M ® A N') = Im(M ® A I n N' -> M ® A TV'), ou encore dans les 
Im(M ® A K -» M ®A N') = Ker(M ® A N' -> M ® A (N'/V£)), où V£ parcourt 
un système fondamental dénombrable de voisinages de dans N' (muni de sa topolo- 
gie 7-adique). D'après le théorème de Krull, la topologie i-adique de TV' est induite 
par celle de N, on peut donc prendre = N' C\I n N. Considérons alors le diagramme 
commutatif 

M ® A N 1 ► M ® A (N'/VD 

M® A N > M ® A (N/I n N) 

Comme N' /V^ et N/I n N sont annulés par le deuxième homomorphisme vertical 
s'identifie à celui déduit de l'homomorphisme injectif N' /V^ — > N/I n N en tensorisant 
sur A/I n avec le (^4//™)-module plat M ® A A/I n , il est donc injectif. Par suite, le 
noyau de M® A N' -> M® A N est contenu dans celui de M ® A N' — > M ® A (N'/V^j, 
ce qu'on voulait. 

La condition de « finitude » envisagée sur M est vérifiée en particulier si M est un 
module de type fini sur une yl-algèbre noethérienne B telle que IB soit contenu dans 
le radical de B : en effet, alors M ® A N est un module de type fini sur B pour tout 
module de type fini N sur A, donc séparé par Krull pour la topologie I-adique = sa 
topologie (7_B)-adique. On trouve ainsi : 

Théorème 5.6 . — Soient A — » B un homomorphisme d'anneaux noethériens, I un 
idéal de A tel que IB soit contenu dans le radical de B, M un B-module de type fini. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) M est A-plat 

(ii) M® A A/I est A/ 1 -plat, et Torf (M, A/I) = Q 

(iii) M ® A A/I est A/ 1 -plat, et l'homomorphisme canonique 

gr?(M) ® A/I grj(A) — > gr 7 (M) 

est un isomorphisme. 

(iv) Pour tout entier n, M ® A A/I n est plat sur A/I n . 

Ce résultat s'applique surtout lorsque A, B sont des anneaux locaux noethériens, 
4->Bun homomorphisme local, et I un idéal de A contenu dans son idéal maximal 
(et on peut réduire aussitôt 5.6 à ce cas). Un cas intéressant est celui où A/I est 
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un corps, i.e. / maximal, auquel cas la condition que M ®a (A/I) est plat sur A/I 
devient inutile; de plus, comme alors les A/I n sont des anneaux locaux artiniens, la 
condition (iv) signifie que les M ® a (A/I n ) sont libres sur les A/I n . 

Corollaire 5.7. — Soit A — ► B un homomorphisme local d'anneaux locaux noethériens, 99 
u: M' — ► M un homomorphisme de B -modules de type fini, supposons M plat sur A. 
Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) u est injectif, et Cokerw est plat sur A. 

(ii) u ®a k : M' ®a k — » M ®a k est injectif 
(où k désigne le corps résiduel de A). 

(i)=>(ii) en vertu de 1.1, prouvons la réciproque. Tout d'abord u est injectif, car il 
suffit de le vérifier sur les gradues associés, où cela résulte d'un carré commutatif que 
le lecteur écrira. Soit M" son Coker, on a donc une suite exacte 

— > M' — ► M — > M" — > 

d'où par la suite exacte des Tor, compte tenu de l'hypothèse (ii) et de Torf (M, k) = 0, 
la relation Torf (M", k) — 0, donc M" est plat sur A par le théorème 5.6. 

Corollaire 5.8. — Sous les conditions de 5.6, soit J un idéal de B contenant IB et 
contenu dans le radical. Soient A le complété I-adiques de A et B et M les complétés 
J-adiques de B et M. Pour que M soit A-plat, il faut et il suffit que M soit A-plat. 

(N.B. la suffisance résulterait déjà facilement de 3.2). On utilise le critère (iii) de 5.6 
dans la situation (A, B, I, M) et dans la situation (A, B, IA, M). On constate que les 
conditions obtenues pour l'un et l'autre cas sont équivalentes, grâce à 3.2. 

Corollaire 5.9. — Soient A — > B — > C des homomorphismes locaux d'anneaux locaux 
noethériens, M un C -module de type fini (N.B. C n'intervient que pour pouvoir mettre 
une condition de finitude sur M). On suppose B plat sur A. Soit k le corps résiduel 
de A. Conditions équivalentes : 

(i) M est plat sur B. 

(ii) M est plat sur A, et M ®a k est plat sur B ®a k. 

L'implication (i)=>(ii) est triviale, prouvons (ii)=>(i). On applique le critère (iii) 
de 5.6 à (B,C,mB = I,M), comme M ® B (B / 1) = M ® B (B ® A k) = M (gu k, la 
première condition de ce critère signifie précisément que M ®a k est plat sur B ®a k, 
parfait. La deuxième condition du critère est vérifiée parce que M est plat sur A et B 100 
plat sur A, par une formule d'associativité du produit tensoriel. — Bien entendu, se 
référant à 5.5 au lieu de 5.6, on obtient un énoncé analogue sans condition noethérienne 
et de finitude, quand on suppose en revanche que l'idéal m de A est nilpotent. (Le fait 
que m ait été pris maximal n'est d'ailleurs pas intervenu ; mais c'est en un sens le cas 
« m maximal » qui est « le meilleur possible » ) . 
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6. Morphismes plats et ensembles ouverts 

Rappelons d'abord quelques résultats sur les ensembles constructibles, qui sont 
d'ailleurs démontrés dans des notes en circulation du Séminaire Dieudonné-Rosenlicht 
sur les Schémas^ 4 ). 

Soit X un espace topologique. On dit avec Chevalley qu'une partie de X est con- 
structible si elle est réunion finie de parties localement fermées. 

Lemme 6.1. — Soit X un espace topologique noethérien, soit Z une partie de X . Pour 
que Z soit constructible, il faut et il suffit que pour toute partie fermée irréductible 

Y de X, Z n Y est non dense dans Y ou contient une partie ouverte non vide de 
l'espace Y. 

On en déduit, utilisant un lemme bien connu d'Algèbre Commutative : 

Lemme 6.2 (Chevalley). — Soit f: X — » Y un morphisme de type fini de préschémas, 
avec Y noethérien. Alors f{X) est constructible. 

Lemme 6.3. — Soient X un espace topologique noethérien dont toute partie fermée 
irréductible admet un point générique, U une partie constructible de X , x G X. Pour 
que U soit un voisinage de x, il faut et il suffit que toute générisation y de x (i.e. tout 
y G X tel que xGy) soit dans U. 

En particulier 

Corollaire 6.4. — Soit X un espace topologique noethérien dont toute partie fermée 
irréductible admet un point générique, U une partie de X . Pour que U soit ouverte, 
il faut et il suffit qu 'elle satisfasse les deux conditions suivantes : 

(a) U contient toute générisation de chacun de ses points 

(b) si x G U, alors U fl x contient une partie ouverte non vide de l'espace x. 

En effet, U est nécessairement constructible grâce à 6.1, et on applique le critère 6.2 
qui prouve que U est un voisinage de chacun de ses points. 

Corollaire 6.5. — Soit f ' : X — > Y un morphisme de type fini de préschémas, avec 

Y localement noethérien, x un point de X , y = f(x). Pour que f transforme toute 
voisinage de x en un voisinage de y, il faut et il suffit que pour toute générisation y' 
de y, il existe une générisation x' de x telle que f(x') = y'. 

On peut évidemment supposer que X et Y sont affines, donc noethériens. La condi- 
tion est suffisante, car il suffit de prouver que f(X) est un voisinage de y, or f(X) est 
constructible par 6.1, et il suffit d'appliquer le critère 6.3. La condition est nécessaire, 
car soit Y' = y', et soit F la réunion des composantes irréductibles de f~ 1 (Y') qui ne 
contiennent pas x. Alors X — F est un voisinage ouvert de x, donc son image est un 
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voisinage de y, et a fortiori contient y', donc il existe x\ el-F tel que f{x' 1 ) = y'. 
Considérons une composante irréductible de f~ 1 (Y') contenant x[, elle contient néces- 
sairement x (car autrement elle serait contenue dans F), soit x' son point générique. 
C'est une générisation de x, et f(x') est une générisation de f(x[) — y' contenue 
dans Y', donc est égal à y', cqfd. 

Théorème 6.6. — Soient f ' : X — » Y un morphisme localement de type fini, avec Y 
localement noethérien, F un faisceau cohérent sur X de support X , plat par rapport 
à Y. Alors f est un morphisme ouvert (i.e., transforme ouverts en ouverts). 

Il suffit de prouver le critère 6.5 pour tout point x G X. Or les générisations x' 
de x correspondent aux idéaux premiers de û x , celles y' de y correspondent aux idéaux 
premiers de G v , et il faut donc vérifier que tout idéal premier de û v est induit par 
une idéal premier de G x . Or F x est un ^-module non nul et û y plat, donc fidèlement 
plat sur û y par 2.2. On peut donc appliquer 2.3, ce qui achève la démonstration. 

Remarques . — Comme la platitude se conserve par extension de la base, on voit que 
sous les conditions de 6.5 / est même universellement ouvert. J'ignore cependant, 
lorsque Y est intègre et X de type fini sur Y, si / induit sur toute composante Xi 
de X un morphisme ouvert, ou même seulement équidimensionnel^ 5 ) , i.e. dont toutes 102 
les composantes des fibres ont même dimension (on sait seulement que Xi domine Y). 
La question est liée à la suivante : soit A — > B un homomorphisme local d'anneaux 
locaux noethériens, tel que B soit plat sur A et mi? soit un idéal de définition de B, 
(ce qui implique d'ailleurs dimi? = dimA). Est-il vrai que pour tout idéal premier 
minimal pi de B, on a dimB/p.; = dimi?? Signalons seulement que la réponse à la 
première question est négative quand on remplace l'hypothèse de platitude de 6.5 par 
la seule hypothèse que / soit universellement ouvert. 

Lemme 6.7. — Soient A un anneau intègre noethérien, B une A-algèbre de type fini, 
M un B-module de type fini. Alors il existe un élément non nul f de A tel que Mf 
soit un module libre (a fortiori plat) sur Af. 

Soit K le corps des fractions de A, alors B tg>A K est une algèbre de type fini sur K, 
et M ®a K un module de type fini sur cette dernière. Soit n la dimension du support 
de ce module, nous raisonnerons par récurrence sur n. Si n < 0, i.e. si M <8u K = 0, 
alors prenant un nombre fini de générateurs de M sur B, on voit qu'il existe un / e A 
qui annule ces générateurs, donc M, d'où Mf = et on a gagné. Supposons n ^ 0. On 
sait que le i?-module M admet une suite de composition dont les quotients successifs 
sont isomorphes à des modules B/pi, les pi étant des idéaux premiers de B. Comme 
une extension de modules libres est libre, on est ramené au cas où M lui-même est 
de la forme B/p, ou encore identique k B, B étant une ^4-algèbre intègre. Appliquant 



( 5 )La réponse à la deuxième question est affirmative, celle à la première négative même si / est étale ; 
cf. EGA IV 12.1.1.5 et EGA Err lv 33. 
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le lemme de normalisation de Noether à la if-algèbre B ®a K, on voit facilement 
qu'il existe un élément / non nul de A tel que Bf soit entier sur le sous-anneau 
Af[t\, . . . ,t n ], où les ti sont des indéterminées. Donc on peut déjà supposer B est 
entier sur C = A[t\, . . . ,t n ], c'est donc un C-module de type fini sans torsion. Soit m 
son rang, il existe donc une suite exacte de C-modules : 

— >C m — ► B — y M' — y 

où M' est un C-module de torsion. 11 s'ensuit que la dimension de Krull du C (Eu K- 
module M' (g) a K est strictement inférieure à celle n de C <8>a K. D'après l'hypothèse 
de récurrence, il s'ensuit que, à condition de localiser par rapport à un / non nul 

103 convenable de A, on peut supposer que M' est un A-module libre. D'autre part, C m 
est un A-module libre. Donc B est alors un A-module libre, on a fini. 

Lemme 6.8. — Soient A un anneau noethérien, B une algèbre de type fini sur A, M un 
B -module de type fini, p un idéal premier de B, q l'idéal premier qu'il induit sur A. 
On suppose M p plat sur A q (ou sur A, c'est pareil). Alors il existe un g G B — p tel 
que 

(a) (M/qM) g est plat sur A/ q. 

(b) Torf(M,A/q) s = 0. 

En effet, appliquant 6.7 à (A/(q), B/qB, M/qM) on voit d'abord qu'il existe un / 
dans A — q tel que (M/qM)/ soit plat sur A/q. D'autre part, comme M p est plat 
sur A, on a Torf(M, A/q) p = Torf(M p ,A/q) = 0, donc comme Torf(M,A/q) est 
un B- module de type fini, il existe un g G B — p tel qu'on ait (b). On peut alors 
(remplaçant g par gf) supposer qu'on a en même temps (a), ce qui prouve le corollaire. 

Corollaire 6.9. — Avec les notations de 6.8, pour tout idéal premier p' de B con- 
tenant p et ne contenant pas g, M p i est plat sur A (ou, ce qui revient au même, 
sur A q /, où q' est l'idéal premier de A induit par p'). 

Il suffit d'appliquer le critère 5.6 (ii) au système (A, B^, q, M q /), en utilisant la 
localisation des Tor. 

Théorème 6.10. — Soit f : X —y Y un morphisme de type fini, avec Y localement 
noethérien, et soit F un faisceau cohérent sur X. Soit U l'ensemble des points i£l 
tels que F x soit plat sur @ f( x )- Alors U est un ensemble ouvert. 

Démonstration. — On peut supposer X et Y affines, d'anneaux B et A, donc F 
défini par un B-modulc M de type fini. On applique le critère 6.4. La condition (a) 
est vérifiée trivialement par 1.2 (i), reste à vérifier la condition (b) de 6.4. C'est ce 
qui a été fait dans le lemme 6.8 et corollaire 6.9. 

Dans beaucoup de questions, la forme plus faible suivante du théorème 6.10 est 

104 suffisante (qui résulte déjà du lemme 6.7, et ne nécessite donc ni la technique des 
constructibles, ni le théorème 5.6) : 
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Corollaire 6.11. — Sous les conditions de 6.10, si on suppose Y intègre, alors il existe 
un ouvert non vide V dans Y tel que F soit plat relativement à Y en tous les points 
def-^V). 

En effet, l'ensemble ouvert U contient la fibre du point générique de Y (puisque 
l'anneau local de ce point est un corps), donc il contient un ouvert de la forme f~ x iy), 
X étant de type fini sur Y. De 6.11, on conclut aussi facilement le résultat suivant, 
où Y est supposé noethérien (mais pas nécessairement intègre) : il existe une partition 
de Y en des parties localement fermées Yi telles que (munissant Yî de la structure 
réduite induite) F induise sur chaque Xi = X x y Yi un faisceau plat par rapport à Yi . 



EXPOSÉ V 



LE GROUPE FONDAMENTAL : GÉNÉRALITÉS 



0. Introduction 

Le présent Séminaire est la suite du Séminaire 1960. Nous référons à ce dernier par 
des sigles tels que I 9.7 qui signifie : Séminaire de Géométrie Algébrique, exposé I, 
N° 9.7. Les numéros des exposés de 1961 suivront ceux de 1960. Nous référons aux 
Éléments de Géométrie Algébrique de Dieudonné-Grothendieck par des sigles tels que 
(EGA I 8.7.3). 

Le présent exposé résume (avec de légers compléments) les derniers exposés de 
1960, qui n'avaient pas été rédigés. 

Comme en 1961, nous nous limiterons en règle générale à des préschémas localement 
noethériens, bien que souvent cette restriction soit inessentielle. Nous admettrons 
dans l'exposé VI la théorie de la descente fidèlement plate, résumée dans Séminaire 
Bourbaki N° 190. S'il y a lieu, nous en donnerons un exposé plus détaillé dans un 
exposé ultérieur^ 1 ), une fois que le lecteur aura eu l'occasion de se convaincre de 
l'utilité de cette technique, pour la théorie du groupe fondamental. 

1. Préschéma à groupe fini d'opérateurs, préschéma quotient 

Soient X un préschéma, G un groupe fini opérant sur X par automorphismes, à 
droite pour fixer les idées. Si X est affine d'anneau A, G opère donc par automor- 
phismes à gauche sur A. 

Pour tout préschéma Z, G opère à gauche sur l'ensemble Hom(A, Z), on peut donc 
considérer l'ensemble 

Hom(A, Z) G 

des morphismes invariants par G. Il dépend fonctoricllement de Z, on peut se deman- 
der si ce foncteur est « représentable », i.e. isomorphe à un foncteur Z ^ Hom(Y, Z). 



WCf. Exp. VI et Exp. VIII 
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106 Cela signifie qu'on peut trouver un préschéma Y, et un morphisme invariant par G 

p: X — > Y 

tel que pour tout Z, l'application correspondante g ^ gp 

Hom(Y, Z) — > Hom(X , Z) G 

soit bijective. On dit alors que (Y, p) est un préschéma quotient de X par G (il est 
déterminé à isomorphisme unique près). 

Proposition 1.1. — Soient A un anneau sur lequel le groupe fini G opère à gauche, 
B = A G le sous-anneau des invariants de A, X = Spcc(A) et Y = Spec(S), 
p: X — » Y le morphisme canonique (évidemment invariant par G). Alors 

(i) A est entier sur B i.e. p est un morphisme entier. 

(ii) Le morphisme p est surjectif, ses fibres sont les trajectoires de G, la topologie 
de Y est quotient de celle de X. 

(iii) Soit x G X , y = p(x), G x le stabilisateur de x, alors k(x) est une extension 
algébrique quasi- galoisienne de k(y) et l'application canonique de G x dans le groupe 
G&\(k(x) / k(y)) des k(y)-automorphismes de k(x) est surjective. 

(iv) (Y,p) est un préschéma quotient de X par G. 

Les énoncés (i), (ii), (iii) sont bien connus en algèbre commutative^ et sont mis 
seulement pour mémoire, sauf l'assertion sur la topologie, qui provient du fait général 
suivant, conséquence facile du théorème de Cohen-Seidenbcrg : un morphisme entier 
est fermé (i.e. transforme fermés en fermés). Notons tout de suite : 

Corollaire 1.2. — Sous les conditions précédentes, l'homomorphisme naturel 

est un isomorphisme. 

Cela résulte aussitôt de la formule 

(S- 1 A) G = S- 1 (A G ) 

valable pour toute partie multiplicativement stable S de B — A G (formule qui se 
module, et s'énonce plus généralement pour un changement de base A — ► A' qui est 
plat), appliquée au cas où S est engendré par un élément / de B. 

L'assertion (ii) et cor. 1.2 impliquent facilement (iv) ; plus généralement, on aura 
ceci : 

107 Proposition 1.3. — Soient X un préschéma à groupe d'automorphismes finis G, 
p: X — > Y un morphisme affine invariant tel que 0y — >p*{@x) ■ Alors les conclu- 
sions (i), (ii), (iii), (iv) de 1.1 sont encore valables. 



( 2 >Cf. N. Bourbaki, Alg. Comm. Chap. 5, § 1 et § 2, th. 2. 
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En effet, pour (i), (ii), (iii), on peut supposer Y donc X affine, et si B, A sont leurs 
anneaux, l'hypothèse implique B = A G , il suffit d'appliquer 1.1. Pour (iv), on utilise 
(ii) et Û Y =p,{Û x ) G . 

Corollaire 1.4. — Sous les conditions de 1.3, pour tout ouvert U de Y , U est un 

quotient de X\U = p _1 (C/) par G. 

En effet, p _1 (C/) — ► U induit par p satisfait aux mêmes hypothèses que p. 
Si maintenant X est un Z-préschéma et les opérations de G sont des Z- 
automorphismes, alors par (iv) Y est un Z-préschéma. Ceci dit : 

Corollaire 1.5. — Pour que X soit affine resp. séparé sur Z , il faut et il suffit que Y 
le soit. Si X est de type fini sur Z , il est fini sur Y ; si de plus Z est localement 
noethérien, Y est de type fini sur Z . 

Comme X est affine et a fortiori séparé sur Y, si Y est affine resp. séparé sur Z, 
X l'est aussi. Réciproquement, supposons X affine sur Z, prouvons que Y l'est : 
on peut grâce à 1.4 supposer Z affine, et on est ramené à prouver que si X est 
affine, Y l'est, ce qui résulte de la détermination explicite de Y comme Spec(A) 
faite dans 1.1. De même, comme p: X — > Y est entier donc universellement fermé, et 
surjectif, il s'ensuit que si X est séparé sur Z, Y l'est aussi (lemme à dégager!) ; en 
effet, dans le diagramme 

p x z p 

X x z X — -^Y x z Y 



&X/Z 



Ay/z 



X >Y 

le morphisme X Xz X ^ Y Xz Y est fermé, donc transforme la diagonale (fermée) 
dcXxzA'en une partie fermée deY XzY, qui n'est d'ailleurs autre que la diagonale 
de ce dernier puisque p est surjectif. — Si X est de type fini sur Z, il l'est a fortiori 
sur Y donc il est fini sur Y (puisqu'il est déjà entier sur Y). Supposons de plus Z 
localement noethérien, prouvons que Y est de type fini sur Z. On peut grâce à 1.4 
supposer Z affine. Comme l'espace topologique X est quasi-compact et quep: X — > Y 
est surjectif, Y est également quasi-compact donc réunion finie d'ouverts affines, et 108 
par 1.4 on est ramené au cas où Y est affine, donc X affine. Mais alors l'anneau A 
de X est une algèbre de type fini sur l'anneau C de Z qui est noethérien, et il est 
connu que B = A G est alors également une algèbre de type fini sur C (car A sera 
entière, donc finie sur une sous-algèbre B' de B de type fini sur C, donc comme B' 
est noethérien, B est également finie sur B' , donc de type fini sur C). 



Corollaire 1.6. — Pour que X soit affine resp. un schéma, il faut et il suffit que Y le 
soit. 
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Définition 1.7. — Soit X un préschéma où un groupe fini G opère à droite. On dit que 109 

G opère de façon admissible s'il existe un morphismc p: X — > Y ayant les propriétés 
de 1.3 (ce qui implique que X/G existe et est isomorphe à Y). 

Proposition 1.8. — Soit X un préschéma où le groupe fini G opère à droite. Pour que 
G opère de façon admissible, il faut et il suffit que X soit réunion d'ouverts affines 
invariants par G, ou encore que toute trajectoire de G dans X soit contenue dans un 
ouvert affine. 

Cette dernière condition est évidemment impliquée par la première, et à son tour 
elle l'implique ; car soit T une trajectoire de G, U un ouvert affine la contenant, 
l'intersection des transformés de U par les g dans G est alors un ouvert U' stable 
par G, contenant T et contenu dans l'ouvert affine U. Comme dans U, toute partie 
finie a un système fondamental de voisinages ouverts affines, il existe un voisinage 
ouvert affine V de T contenu dans U'. Ces transformés par les g dans G sont donc 
affines et contenus dans U' qui est séparé, donc leur intersection U" est un ouvert affine 
qui est invariant par G et contient T. — Ceci posé, la condition envisagée dans 1.8 est 
nécessaire, car on prendra les images inverses Xi d'ouverts affines Yj recouvrant Y. 
Elle est suffisante, car on peut alors par 1.1 construire les quotients Yi = Xi/ G; 
dans chaque Yi l'image de Xi n Xj est un ouvert s'identifiant à X^/G par 1.4, 
en particulier on en déduit des isomorphismcs Yjj Yji permettant de recoller 
les Yi pour construire Y. Serre préfère construire directement l'espace topologique 
quotient Y de X par G, mettre dessus le faisceau p*{ffx) G et vérifier que Y devient 
un préschéma et qu'on est alors sous les conditions de 1.3. 

Corollaire 1.7. — Si G opérant sur X est admissible, il en est de même pour tout 
sous-groupe H de G {donc X/H existe). 

Cela peut aussi se vérifier directement sur la situation 1.3, en notant qu'on peut 
toujours supposer X affine sur un Z et les s G G opèrent par Z-automorphismes (on 
prend par exemple Z = Y) ; on a en effet : 

Corollaire 1.8. — Supposons X affine sur Z, et les opérations de G des Z-automor- 
phismes. Alors G opère sur X de façon admissible. Si X est défini par un faisceau 
quasi- cohérent d'algèbres, Y est défini par le faisceau srf G des invariants de 
par G. 

Proposition 1.9. — Supposons que G opère de façon admissible sur X , et que 
X/G = Y soit un préschéma sur Z . Considérons un morphisme de changement de 
base Z' — > Z , posons X' = X x z Z' , Y' = Y x z Z' , de sorte que G opère encore par 
transport de structure sur X' , le morphisme p' : X' —> Y 1 étant invariant. Si Z' est 
plat sur Z, alors p' satisfait encore les hypothèses de 1.3, Le. â' Y — > p'*{0X') G est un 
isomorphisme (p' étant de toutes façons affine). Donc G opère de façon admissible 
sur X', et {X/G) x z Z' « {X x z Z')/G. 
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On peut évidemment supposer Z = Y, on est ramené au cas où de plus Y et Y' 
sont affines. Il faut montrer que si B est le sous-anneau des invariants de G opérant 
dans A, et si B' est une algèbre sur B plate sur B, alors B' est la sous-algèbre des 
invariants de A' = A ®g B' . C'est immédiat, car la suite exacte 

— > B -L A M A^ 

(où le dernier terme signifie une puissance de A, et où j (x) est le système des s ■ x — x, 
s G G) reste exacte par tensorisation par B 1 . 

On fera attention que l'hypothèse de platitude était essentielle pour la validité du 
résultat ; en particulier, si Y' est un sous-préschéma fermé de Y (par exemple même 
un point fermé de Y), X' son image inverse dans X, alors Y' ne s'identifie pas en 
général à X' /G. Nous verrons qu'il en est néanmoins ainsi si X est étale sur Y. 

Pour finir, donnons un formalisme aussi commode que trivial. Soit Y un préschéma. 
Comme dans la catégorie des préschémas, les sommes directes existent, on peut pour 
tout ensemble E considérer le préschéma somme d'une famille (Yi) i& E de préschémas 
tous identiques à Y, ce préschéma sera noté Y x E. Il est caractérisé par la formule 110 

(*) Hom(F x E, Z) = Hom(.E, Hom(F, Z)) 

où le deuxième Hom désigne évidemment l'ensemble des applications de l'ensemble E 
dans l'ensemble Hom( Y, Z) . On a un morphisme canonique 

Y xE — > Y 

faisant de Y x E un préschéma sur Y. Comme les produits fibrés commutent aux 
sommes directes (dans la catégorie des préschémas) on aura, si Y est un préschéma 
sur un autre Z, pour un changement de base Z' — > Z : 

(Y x E) x z Z' = (Y x z Z') x E 

(formule surtout utile si Z = Y). D'autre part, on conclut trivialement de la définition 

(Y x E) x F = Y x (E x F) = (Y x E) x Y {Y x F) 

(la dernière formule cependant résultant de la commutativité signalée plus haut). 

Pour Y fixé, on peut regarder Y x E comme un foncteur en E, à valeurs dans les 
préschémas sur Y, foncteur qui commute aux produits finis d'après la formule précé- 
dente, (ce qui permet par exemple à tout groupe ordinaire G de faire correspondre un 
schéma en groupes Y xG sur Y, qui sera fini sur y si F l'est, etc.). Plus généralement, 
ce foncteur est « exact à gauche », mais nous n'aurons pas à nous en servir ici. Ce 
foncteur commute aussi trivialement aux sommes directes, et il est aussi « exact à 
droite », comme on voit aussitôt sur la formule de définition (*). En particulier, si le 
groupe fini G opère à droite dans l'ensemble E, alors il opère à droite dans Y x E, et 
on a 

(Y xE)/G = Y x(E/G) 
où en fait le quotient du premier membre satisfait aux conditions de 1.3 (c'est immé- 
diat). 
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2. Groupes de décomposition et d'inertie. Cas étale 

Soit G un groupe fini opérant à droite sur le préschéma X. Si x G X, on appelle 

111 groupe de décomposition de x le stabilisateur Gd(x) de x. Ce groupe opère canoniquc- 
ment (à gauche) sur le corps résiduel k(x), et l'ensemble des éléments de Gd{x) qui 
opèrent trivialement est appelé groupe d'inertie de x, noté Gi{x). 

Supposons que G opère sur X de façon admissible et que Y soit un préschéma 
sur un préschéma Z. Fixons-nous un z G Z, et une extension algébriquement close 
SI de k(z) ayant un degré de transcendance supérieur à celui des k{x)/k{z), où x est 
un point de X au-dessus de z. On peut regarder Spec(f2) comme un Z-schéma, et les 
points de X à valeurs dans fi correspondent aux homomorphismes de fc(z)-algèbres 
k{x) — > f2, où x est un point de X au-dessus de z ; comme fi a été prise assez grande, 
tout point x de X au-dessus de z est la localité d'un point de X à valeurs dans O. 
Si X(Cl) et Y(Cl) désignent respectivement l'ensemble des points de X et Y à valeurs 
dans il, on a une application naturelle 

X(O) — > Y(Q), 

d'autre part, G opère sur X(iï) et l'application précédente est invariante par G. Ceci 
posé, les conclusions (h) et (iii) de 1.3 s'interprètent aussi ainsi : l'application précé- 
dente est surjective et identifie Y(fl) au quotient X(Q)/G. De plus, si x est la localité 
de a G X(fl), alors le stabilisateur de a dans G n'est autre que le groupe d'inertie 
Gi(x). Tout ceci est d'ailleurs vrai sans supposer f2 « assez grand », cette dernière 
hypothèse sert uniquement à assurer qu'on peut caractériser le groupe d'inertie de 
tout élément de X au-dessus de z comme un stabilisateur « géométrique ». On en 
conclut par exemple aussitôt : 

Proposition 2.1 . — Faisons une extension de la base Z' — > Z , d'où X' = X x z Z' . 
Soit x' un point de X' , x son image dans X , alors on a Gi(x) = Gi(x'). 

Il suffit, dans les considérations ci-dessus, de prendre pour fi une extension assez 
grande de k(z') (où z, z' sont les images de x, x' dans Z, Z'). 

Proposition 2.2 . — Sous les conditions de 1.3, supposons Y localement noethérien, X 

112 fini sur Y. Soit H un sous-groupe de G, considérons X' = X/H (cf. 1.7), soit x G X , 
x' son image dans X' et y son image dans Y. 

(i) Si H D Gd(x), alors l'homomorphisme û y — * û x i induit un isomorphisme sur 
les complétés. 

(ii) Si H D Gi(x), alors l'homomorphisme G y — > û x i est étale i.e. X' est étale 
sur Y en x' . 

Soit Y\ = Spec(^ y ), faisons le changement de base Y\ — > F, on trouve un 
X\ = X Xy Y\ fini sur Y\, sur lequel G opère, le quotient étant Y\ par 1.9. Soit y\ 
l'unique point de Y\ au-dessus de y, comme k(y) = k(y\), il s'ensuit que la fibre de X 
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en y est isomorphe à celle de X\ en y\, d'où un unique point x\ de X\ au-dessus de x. 
D'ailleurs par 1.9 on aura X\/H = X[ = X' x Y Yi, soit x[ l'image de x\ dans X[, il 
est au-dessus de x' , et on vérifie facilement (X' étant de type fini sur Y) que l'homo- 
morphismc X > — > û x i induit un isomorphisme sur les complétés. Donc on est ramené 
au cas où Y est le spectre d'un anneau local complet, soit B, donc X le spectre d'un 
anneau fini A sur B, composé d'un nombre fini d'anneaux locaux A x correspondant 
aux points X{ de X sur Y. Si Aq correspond à x = xq, alors A s'identifie à l'anneau 
HomG d (G, ^4o) des fonctions /: G — » Aq telles que f(st) = sf(t) pour s G Gd, les 
opérations de G sur ces fonctions étant définies par (uf)(t) = f(tu). On voit donc 
que si H est un sous-groupe quelconque de G, alors A H est l'anneau des fonctions 
/ : G — > Aq telles que 

f(stu) = sf(t) pour s G Gd, u G H 

donc c'est un anneau semi-local dont les composants locaux correspondent aux doubles 
classes GdaH dans G, à la double classe définie par a E G correspondant (grâce 
à l'application / i— > /(a)) le sous-anneau Aq^ de Aq, où H(a) = Gd f~l aHa -1 . 
D'ailleurs, le composant local de A H correspondant à l'image x' de x est aussi celui 
correspondant à la double classe GdH de l'élément neutre, son composant local est 
donc Ag dnH . Si donc G d C H, on trouve A°* = A G = B, ce qui prouve (i). Pour 
prouver (ii), on peut, en passant à une extension finie plate convenable de A, et 
utilisant 2.1, se ramener au cas où l'extension résiduelle k(x)/k(y) est triviale. Mais 
alors Gi(x) = Gd{x), et on est ramené au cas précédent. 

Corollaire 2.3 . — Sous les conditions de 2.2, supposons Gi{x) = (e), alors X est étale 113 
sur Y en x. Donc si Gi(x) = (e) pour tout x G X, alors X — > Y est un morphisme 
étale. 

Il y a une réciproque partielle : 

Corollaire 2.4. — Supposons X connexe et le groupe G fidèle sur X. Pour que 
p: X — > Y = X/G soit étale, il faut et il suffit que les groupes d'inertie des points 
de X soient réduits à l'élément neutre. S'il en est ainsi, G s'identifie au groupe de 
tous les Y -automorphismes du Y -schéma X. 

Compte tenu de 2.3, on peut supposer X étale sur Y. Mais si un s G G est dans un 
Gi(x), il résulte alors de I 5.4 que s opère trivialement sur G, donc est l'élément unité 
puisque G est fidèle, ce qui prouve la première assertion. Soit u un y-automorphisme 
de X, soit x G X. D'après la proposition 1.3, il existe un s G G tel que s(x) = u(x), et 
induisant le même homomorphisme résiduel k(x)/k(x') que u. Par loc. cit. on a donc 
s = u, ce qui achève la démonstration. 

Remarque 2.5. — L'hypothèse que G opère fidèlement n'est évidemment par surabon- 
dante dans le corollaire 2.4. Il en est de même de l'hypothèse que X est connexe, 
comme on voit par exemple en prenant X = Y x E, E étant un ensemble fini, 



94 



EXPOSÉ V. LE GROUPE FONDAMENTAL : GÉNÉRALITÉS 



et G le groupe des permutations de E : G opère avec force inertie, néanmoins 
(Y x E)/G = Y x (E/G) = Y, et X est étale sur Y. Prenant pour G un groupe 
strictement plus petit que le groupe symétrique de E, mais opérant transitivement 
sur E, on voit qu'il y aura aussi des F-automorphismes de X ne provenant pas de G. 

L'exemple type d'un groupe G opérant sans inertie est celui de F x G, sur lequel 
on fait opérer G grâce à ses opérations sur le facteur G par translations à droite : un 
F-préschéma X à groupe d'opérateurs à droite G est dit trivial s'il est isomorphe à 
Y x G. 

Pour faire le lien entre le préschémas à groupes finis d'opérateurs et la notion 
de nbré principal dans une catégorie (lien dont nous n'aurons pas besoin d'ailleurs 
pour la suite du séminaire, mais important dans d'autres contextes) les considérations 
suivantes sont utiles. Nous fixons un préschéma de base Y, et nous plaçons dans le 
ff4 catégorie des F-préschémas. Si G est un groupe fini, nous poserons pour abréger 
Gy = Y x G, c'est donc un schéma en groupes finis sur Y (cf. n° 1 ), et si X est un 
F-préschéma, on a 

X x y G Y =X x G 

(même référence). La donnée d'un F- morphisme Ixy Gy — ► X équivaut donc à la 
donnée d'un F-morphismc X x G — > X, i.c. à la donnée pour tout g € G d'un F- 
morphisme T g : X On constate aussitôt que pour que la donnée des T g définisse 

sur X une structure de préschéma à groupe d'opérateurs à droite G, (i.e. T gg > — T g >T g , 
T e = id x ) il faut et il suffit que le F-morphisme correspondant XxyGy — ► X définisse 
sur X une structure de F-préschéma à F-schéma en groupes d'opérateurs, (au sens 
général des objets à ^-groupe d'opérateurs dans une catégorie c €). Supposons qu'il 
en soit ainsi. Rappelons que X est dit formellement -principal homogène sous Gy ^ 
si le morphisme canonique 

XXyGy >X XyX 

dont les composantes sont respectivement pr x et le morphisme de multiplication 
ir: X Xy G y — > X, est un isomorphisme. En l'occurrence, identifiant le premier 
membre à X x G, le morphisme considéré est celui qui, à tout g e G, associe le 
morphisme 

(id x ,T g ) = (id x x Y T g )A x/Y : X — ► X x Y X 

et par suite, dire que X est formellement principal homogène sous Gy signifie aussi 
que X x y X est isomorphe à la somme directe des transformées de la diagonale par 
les éléments (e,g) de G x G (opérant sur X x Y X de façon évidente) où e désigne 
l'élément unité de G. Si on ne veut pas distinguer la gauche et la droite et donner une 



' 3 )on dit plutôt maintenant : X est un pseudo-torseur sous Gy- 



2. GROUPES DE DÉCOMPOSITION ET D'INERTIE. CAS ÉTALE 



95 



formule qui reste applicable au produit de plus de deux facteurs identiques à X, on 
peut formuler la condition en disant que le morphisme canonique 

X x G (G x G) — >X x Y X 

obtenu en attachant au couple (g, g') le morphisme 

{T g ,T gl ) = (T g x Y T g ,)A x/Y :X^Xx Y X 

et en faisant opérer G à gauche sur G x G par l'homomorphisme diagonal ; 

s(g,g') = {sg,sg'), 

est un isomorphisme. 

La notion d'espace principal homogène est déduite de celle de l'espace formelle- 
ment principal homogène en ajoutant un axiome supplémentaire, assurant que le 
« quotient » de X par G Y existe et est précisément l'objet unité à droite de la caté- 
gorie, ici Y . Cet axiome peut varier suivant le contexte, et s'explicite souvent le plus 
commodément (dans le yoga de la « descente » ) en exigeant que l'objet à opérateurs 
devienne « trivial» i.e. isomorphe au produit X x Y G Y (en l'occurrence X x G) par un 
changement de base convenable, de type précisé (de telle façon, en pratique, à perme- 
ttre la technique de descente ; cf. Grothendieck, Technique de descente et théorèmes 
d'existence en Géométrie Algébrique, Sém. Bourbaki N° 190, pages 26 à 28) W. Dans 
cet ordre d'idées, signalons ici la caractérisation des fibrés principaux homogènes de 
groupe G (au sens de loc. cit. ) : 

Proposition 2.6 . — Soient Y un préschéma localement noethérien, X un Y -préschéma 
à groupe fini G d'opérateurs opérant à droite. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(i) X est fini sur Y , Y = X/G, les groupes d'inertie des points de X sont réduits 
à l'unité. 

(ii) II existe un changement de base fidèlement plat et quasi-compact Y\ — » Y tel 
que X\ = X x Y Y\ soit un Y\-préschéma à opérateurs trivial, i.e. isomorphe à Y\ x G. 

(ii bis) Comme {ii), mais Y\^Y étant fini, étale, surjectif. 

(iii) X est formellement principal homogène sous G Y , et fidèlement plat et quasi- 
compact sur Y. 

Démonstration (i)=>(ii bis) On prendra Y 1 = X, notant que X — > Y est bien fini, 
étale par 2.3 et surjectif. Montrons que X x est alors trivial sur Yi, ce que résultera du 

Corollaire 2.7 . — Si (i) est vérifié et si X admet une section sur Y, alors X est un 
espace à opérateurs trivial. 



( 4 'Cf. Exp. VIII pour la théorie de la descente plate. 
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En effet, cette section permet de définir un G-morphisme X x G — > X, surjectif 
puisque G est transitif sur les fibres de X, injectif puisque G opère sans inertie ; enfin, 
c'est un isomorphisme local en vertu de I 5.3 puisque X est étale sur Y. Donc c'est 
un isomorphisme. 

116 (ii bis) implique trivialement (ii), qui implique (i) car les ingrédients de (i) sont 
« invariants » par extension fidèlement plate quasi-compacte de la base (cf. Séminaire 
Bourbaki cité plus haut pour « fini »; pour les groupes d'inertie, on applique 2.1, et 
pour Y = X/G, une réciproque de 1.9 dans le cas d'un changement de base fidèlement 
plat, que nous avions oublié d'expliciter). 

Nous avons prouvé (i)=>(iii) en passant en prouvant (i)=>(ii bis). Enfin (iii)=>(ii), 
car la première hypothèse dans (iii) signifie précisément que X devient trivial en 
faisant le changement de base Y\ = X ; d'où (ii) puisque X est fidèlement plat et 
quasi-compact sur Y. 

Définition 2.8. Un F-préschéma X à groupe d'opérateurs à droite G satisfaisant 
les conditions équivalentes de 2.6 est appelé un revêtement principal de Y, de groupe 
de Galois G. 

3. Automorphismes et morphismes de revêtements étales 

Proposition 3.1. — Soit X étale séparé de type fini sur Y localement noethérien, soit 
G un groupe fini opérant sur X par Y -automorphismes. Alors G opère de façon ad- 
missible et le préschéma quotient X/G est étale sur Y. 

On ne suppose pas X fini sur Y, cependant X est quasi-projectif sur Y d'où l'ex- 
istence de X/G grâce à 1.8. Prouvons d'abord 

Corollaire 3.2 . — Le morphisme X — > X/G est étale. 

On peut supposer évidemment G transitif sur l'ensemble des composantes connexes 
de X, puis par considération du stabilisateur d'une composante connexe, que X est 
même connexe. Enfin, on peut supposer que G opère fidèlement. Mais alors on voit 
comme dans 2.4 que G opère sans inertie, donc par 2.3 il s'ensuit que X — > X/G est 
étale. On conclut grâce au 

Lemme 3.3 (remords à l'exposé I). — Soient X — > X' — > Y des morphismes de type 
fini, x un point de X , x' et y ses images. On suppose Y localement noethérien. Si 
deux des morphismes envisagés sont étales aux points marqués, il en est de même du 
troisième. 

Il reste seulement à regarder le cas où X — > X 1 et X — > Y sont étales en x et prouver 

117 que X' — » Y l'est en x' (ce qui est le cas dont nous avons besoin pour 3.1). Faisant 
une extension plate convenable de la base Y, on est ramené au cas où l'extension 
résiduelle k(x)/k(y) est triviale. Considérons les homomorphismes û v — » û x i — » â x 
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et les homomorphismes déduits par passage aux complétés, l'hypothèse signifie que 
Gy — ► G x et û x i — > ^ sont des isomorphismes, d'où aussitôt que ^ — > en est 
un, ce qui prouve le lemme. 

Corollaire 3.4. — Si X est fini et étale sur Y, alors X/G est fini et étale sur Y. 

Proposition 3.5. — Soient X , X' deux revêtements étales de Y. Alors tout Y- 
morphisme f : X — > X' se factorise en le produit d'un morphisme étale surjectif 
X — > X" et de l'immersion canonique X" —> X' d'une partie X" de X' à la fois 
ouverte et fermée. 

On sait (I 4.8) que / est étale, donc un morphisme ouvert, d'autre part X étant 
fini sur Y, f est fermé, donc f(X) = X" est une partie à la fois ouverte et fermée 
de X 1 . On a fini (N.B. il suffisait que X', au lieu d'un revêtement étale, soit non 
ramifié sur Y). 

Corollaire 3.6. — Avec les notations précédentes, X — > X' est un épimorphisme strict 
dans la catégorie des préschémas, et X' — > X" est un monomorphisme {et même un 
monomorphisme strict) dans la catégorie des préschémas. 

La première assertion signifie par définition que la suite de morphismes 

pri 

X x x „X^^X >X" 

pr 2 

est exacte, et cela résulte du fait que X — > X" est fini et fidèlement plat, comme 
on voit facilement (cf. Grothendieck, loc. cit. ). L'assertion duale pour X" — > X' est 
encore plus triviale. 

Le corollaire 3.6 nous sera utile pour la théorie du groupe fondamental au 
N° suivant ; il est possible (pour ceux qui n'aiment pas la notion d'épimorphisme 
strict) de remplacer le corollaire 3.6 par telle variante que le lecteur arrangera à son 
goût personnel. Profitons seulement de l'occasion pour signaler qu'une factorisation 
/ = /'/", avec /" un épimorphisme strict et /' un monomorphisme, est nécessaire- 118 
ment unique à isomorphisme unique près (dans toute catégorie) ; cependant, il peut 
exister en même temps une factorisation f — f 1 f 2 ayant les propriétés duales : fi est 
un épimorphisme, f\ un monomorphisme strict, (également unique à isomorphisme 
unique près), qui ne soit pas isomorphe à la précédente : il suffit de prendre par ex- 
emple la catégorie des espaces vectoriels topologiques (séparés, si on y tient), et pour 
u : X — ► X' un morphisme tel que u(X) ne soit pas fermé. 

Proposition 3.7. — Soient Y un préschéma connexe localement noethérien, y un point 
de Y, Q une extension algébriquement close de k(y). Pour tout X sur Y , on désigne 
par X(Q) l'ensemble des points de X à valeurs dans Q. Soient X, X' des revête- 
ments étales de Y et u: X — > X' un Y -morphisme tel que l'application correspondante 
X(fl) — > X'(fl) soit un isomorphisme. Alors u est un isomorphisme. 
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On est immédiatement ramené au cas où X' est connexe. Comme X — > X' est fini 
et étale, on sait que le nombre géométrique de points dans une fibre de X — ► X' est 
constant, et égal à 1 si et seulement si le morphisme considéré est un isomorphisme. 
Or ce nombre est aussi le nombre d'éléments dans une fibre de X(Q) — > X'(Q), d'où 
la conclusion. 

4. Conditions axiomatiques d'une théorie de Galois 

Soit une catégorie, F un foncteur covariant de dans la catégorie des ensembles 
finis. Supposons les conditions suivantes satisfaites : 

(G 1) c (j a un objet final^ 5 -' et le produit nbré de deux objets au-dessus d'un 
troisième dans c ê existe (cet axiome peut aussi s'énoncer en disant que dans ^ les 
limites projectives finies existent). 

(G 2) Les sommes finies dans c ê existent (donc aussi un objet initial jouant 
le rôle de l'ensemble vide), ainsi que le quotient d'un objet de par un groupe fini 
d' automorphismes . 

(G 3) Soit u: X — > Y un morphisme dans ^, alors u se factorise en un produit 

X -^-» Y' -^-> Y, avec u' un épimorphisme strict et u" un monomorphisme, qui est 
119 un isomorphisme sur un sommande direct de Y. 

(G 4) Le foncteur F est exact à gauche (i.e. transforme unité à droite en unité à 
droite, et commute aux produits fibres). 

(G 5) F commute aux sommes directes finies, transforme épimorphismes stricts en 
epimorphismes, et commute au passage au quotient par un groupe fini d'automor- 
phismes. 

(G 6) Soit u: X — > Y un morphisme dans c é tel que F(u) soit un isomorphisme, 
alors u est un isomorphisme. 

Notre objet est construire un groupe topologique n, limite projective de groupes 
finis, et une équivalence de la catégorie avec la catégorie ^{n) des ensembles finis 
où tt opère continûment (i.e. de telle façon que le stabilisateur d'un point soit un sous- 
groupe ouvert, ou encore qu'il existe un groupe quotient discret qui opère déjà sur 
l'ensemble envisagé), l'équivalence construite transformant le foncteur donné F en le 
foncteur d'inclusion évident de ^(ît) dans la catégorie des ensembles finis. On notera 
tout de suite que la catégorie ^(n) construite à l'aide d'un groupe topologique ir, et 
le foncteur d'inclusion précédent, satisfont bien aux conditions (G 1) à (G 6). 

Nous procédons en plusieurs étapes. 

a) Soit u: X — » Y dans c é '. Pour que u soit un monomorphisme, il faut et il suffit 
F(u) le soit. (Utilise (G 1), (G 4), (G 6)). 

En effet, dire que u est un monomorphisme signifie que la projection 
pr-L :IxyI^Ï est un isomorphisme. 



( 5 ) Rappelons qu'un objet e de V est appelé objet final si pour tout X dans të, Hom(X, e) a exactement 
un élément. On définit de façon duale un objet initial de c é . 
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b) Tout objet X de c ê est artinien. 

En effet, si X' — > X" — > X sont des monomorphismes tels que F(X') et F(X") 
aient même image dans F(X), alors par a) F(X') — > F(X") est un isomorphisme, 
donc X' — > X" est un isomorphisme par (G 6). 

c) Le joncteur F est strictement pro-représentable. (cf. Grothendieck, Technique de 
descente et théorèmes d'existence en Géométrie Algébrique, II, Séminaire Bourbaki 
195, février 1960). 

En effet, d'après loc. cit. prop. 3.1, cela résulte de b) et (G 4). On peut donc trouver 
un système projectif sur / ordonné filtrant : 

P = (Pi)iei 

dans ^, considéré comme pro-objet de fê, et un isomorphisme fonctoriel 120 
(*) F(X) = Hom ProW (P ) X) = limHonv^X) 

i 

Cet isomorphisme est réalisé par un élément 

(p e limP(P) = F(P) 

i 

On peut supposer de plus que les homomorphismes de transition ipji : Pi — > Pj (i ^ j) 
sont des épimorphismes, et que tout épimorphisme Pi — » P' soit équivalent à un 
épimorphisme Pi — > P,- pour j < z convenable (ce qui détermine le système projectif P 
de façon essentiellement unique). 

Un objet lef est dit connexe s'il n'est pas isomorphe à la somme de deux objets 
de 'é non isomorphes à l'objet initial 

d) Les Pi sont connexes et non isomorphes à $<g. 

Si X est une unité à gauche, on a F(X) = par (G 5) appliqué à la somme 
directe d'une famille vide, et réciproquement par (G 6). Donc si X 1 est un ob- 
jet de ^ qui n'est pas unité à gauche, i.e. tel que F(X') ^ 0, il n'existe aucun 
morphisme de X' dans X. Donc si un Pj est unité à gauche, alors i est un plus 
grand élément de l'ensemble d'indices ordonné filtrant I, et la formule (*) signifierait 
F(X) = Hom(Pi, X) = ensemble réduit à un élément pour tout X, ce qui est absurde 
puisque F(0<g>) = 0. Donc les P, sont non isomorphes à 0<g\ 

Supposons qu'on ait P = A II P, d'où par (G 5) P(P) = F (A) II F(B), en 
particulier l'élément ai de F (Pi), correspondant par (*) à l'homomorphismc identique 
Pi — * Pi, est dans F (A) II F(B), par exemple dans F (A). Cela signifie qu'il existe 
un j > i tel que ipij : Pj — » Pj se factorise en Pj — > ^4 — > p = A II B, où la 
deuxième flèche est le morphisme canonique. Donc F(Pj) — > P(Pj) se factorise en 
P(Pj) P(A) P(P) = F(A) E P(P), et comme P(P,) -> P(P) est surjectif par 
(G 5), il s'ensuit que F(B) = 0, donc B est isomorphe à 0<^. 121 

e) Toîtt morphisme u: X — > F dans fé", avec X non isomorphe à et Y con- 
nexe, est un épimorphisme strict. Tout endomorphisme d'un objet connexe est un 
automorphisme. 



100 



EXPOSÉ V. LE GROUPE FONDAMENTAL : GÉNÉRALITÉS 



Considérons la factorisation (G 3) de u, comme X ^ 0<^ il résulte de (G 6) que 
F(X) ^ donc F(Y') ^ donc Y' ± Q v , donc Y étant connexe, Y' s'identifie à Y, 
donc u est un épimorphisme strict. Supposons que u soit un endomorphisme de l'objet 
connexe X, prouvons que c'est un automorphisrne. En effet, on peut supposer X non 
isomorphe à donc u est un épimorphisme strict par ce qui précède, donc F(u) est 
un épimorphisme par (G 5), et comme F(X) est un ensemble fini, F(u) est bijectif. 
Donc u est un automorphisrne par (G 6). 

En particulier, tout endomorphisme d'un Pi est un automorphisrne. 

f) Les conditions suivantes sur un Pi sont équivalentes : (i) L'application injec- 
tive naturelle Hom(Pj, Pj) — > Hom(P, Pi) ~ F (Pi) est aussi surjective, i.e. pour tout 
u : P — » Pj il existe un f : P, — > P, tel que u = u</?j (où ifi est l'homomorphismc 
canonique P — > Pj). (ii) Le groupe Aut(P,) opère de façon transitive sur F (Pi). 
(iii) Le groupe Aut (Pi) opère de façon simplement transitive sur F (Pi). 

En effet, identifiant Hom(P, Pj) à F (Pi), l'application envisagée dans (i) n'est 
autre que v >—> F(v)(ipi). L'équivalence des trois conditions provient alors du fait 
que Hom(Pj, Pj) = Aut (Pi) et que l'application précédente est déjà injective. 

Un Pi satisfaisant les conditions équivalentes (i), (ii), (iii) de f) est appelé galoisien. 

g) Pour tout X dans , il existe un Pi galoisien tel que tout u S Hom(P, X) se 
factorise en P Pi — ► X. 

Soit J = Hom(P, X) — F(X), c'est un ensemble fini, donc il existe un Pj tel que 

tout u: P — » X se factorise en P P, — > X, ou encore tel que le morphisme 
naturel 

P — > X J (J = Hom(P, X)) 

se factorise en 

P — ^ Pj — ► A J 

122 En vertu de (G 3), le morphisme Pj —> X J se factorise en le produit d'un monomor- 
phisme par un épimorphisme strict, que l'on peut prendre de la forme ipij : Pj —> Pi. 
On est donc ramené à prouver que Pi est galoisien. Soit k un indice > j tel que tout 
morphisme P — * Pi se factorise par P — -> Pfe — ► Pj. Notons que le morphisme 
naturel Pfc — > A J se factorise encore en le composé 

P fe ^ > Pi — ^ A' 7 

où la première flèche est un épimorphisme strict par e), et la deuxième un monomor- 
phisme. On veut prouver que pour un morphisme donné ip: Pfe — > Pj, il existe un 
endomorphisme v de Pj tel que ip = vipik- Mais pour tout u e Hom(Pj,A), consid- 
érons uip G Hom(Pfc, X), il est donc de la forme «Vifc avec un u ' £ Hom(Pj, A) bien 
déterminé. L'application u m' de J dans J ainsi définie par tp est d'ailleurs injective 
car ip est un épimorphisme en vertu de e) ; elle est donc bijective puisque l'ensemble J 
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est fini. L'application bijective u ^ m' de J dans J définit donc un isomorphisme 
a: X J X J rendant commutatif le diagramme 

P k ^P U 




D'après les propriétés d'unicité de la factorisation d'un morphisme en produit d'un 
monomorphisme par un épimorphisme strict, il s'ensuit (puisque tp lui aussi est un 
épimorphisme strict par e)) que l'on peut trouver un morphisme v: Pi — > Pj qui laisse 
le diagramme commutatif, cqfd. 

On en conclut en particulier que les Pi galoisiens forment un système cofinal dans 
le système des (Pj). On aura donc, puisque pour un objet galoisien Pi on a 

Hom(P, Pi) = Hom(P, P) = Aut(Pi), 

par passage à la limite : 

Hom(P, P) = limHom(P, Pi) = limHom(P î , P) = lim Aut(P) 

i i i 

où la limite projective est prise sur les Pi galoisiens. D'ailleurs, moyennant l'iden- 123 
tification Hom(P, Pi) = F(Pi), et compte tenu que F transforme épimorphismes en 
épimorphismes, on voit que les homomorphismes de transition dans le système pro- 
jectif précédent sont surjectifs. On conclut de tout ceci : 
h) On a 

Hom(P,P) = Aut(P) = limP(P) = limAut(P), 

i i 

où la limite projective est prise sur les Pi galoisiens. 

En particulier, Aut(P) apparaît comme limite projective d'un système projectif de 
groupes finis (les homomorphismes de transition étant surjectifs), on le munira de la 
topologie limite projective des topologies discrètes. On désignera par ir et on appellera 
groupe fondamental (de ^ muni de F) le groupe opposé à Aut(P). Ce groupe opère 
donc à droite sur P, c'est la limite projective de groupes finis ni opérant à droite sur 
les Pi galoisiens, ni étant le groupe opposé à Aut(Pj). 

Compte tenu de l'isomorphismc fonctoricl 

F(X) = Uom(P,X) 

et de la définition de n, on voit donc que n opère à gauche sur F(X), et d'ailleurs 
de façon continue d'après g) (car avec les notations de g), c'est en fait ni qui opère 
sur F(X)). Il est trivial que pour tout morphisme u: X — > Y dans c é , le morphisme 
F(u) : F(X) — > F (Y) est compatible avec les opérations de n. On peut donc considérer 
par la suite F comme un fondeur covariant 

F: <g — ^(tt) 

où ^(n) est la catégorie des ensembles finis où n opère à gauche continûment. 
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Nous allons maintenant définir un foncteur en sens inverse : 

G: <âf^<*?(7r) 

par la formule 

G(£)=Px I £, 

OÙ P X „■ E est défini comme solution du problème universel résumé par 
Hom^(P x n E,X) Ho m7r (£;,Hom(P,X)) 

124 (où dans le deuxième membre Hom(P, X) = F(X) est considéré comme un ensemble 
où 7r opère à gauche). Il faut prouver l'existence de l'objet P x n E. 

i) Soit Q un objet de & où un groupe fini G opère à droite, et E un ensemble fini 
où G opère à gauche. Alors G x G E existe, et l'application canonique 

F(Q) x G E — ► F(Q x G E) 

est un isomorphisme. 

Comme les sommes directes finies existent dans ^ par (G 2), et que F y commute 
par (G 5), on est ramené aussitôt au cas où G opère transitivement sur E, car si les Ej 
sont les trajectoires de G dans E, on aura 

Qx G E = JIQx G E r 

j 

Soit alors a e E, soit H son stabilisateur, on voit aussitôt sur la définition que Qx G E 
s'identifie à Q/H. D'où l'existence, grâce à (G 2), et la propriété de commutation 
pour F grâce à (G 5). 

j) Soit E un objet de ^(n), et soit Pi galoisien tel que Wi opère déjà sur E. Alors 
Pi X Wi E existe et on a un isomorphisme canonique 

E ^ F(Pi x ni E) 

Si j ^ i est tel que Pj soit galoisien, alors l'homomorphisme canonique P 3 X- Kj E — > 
Pi x Vi E est un isomorphisme. 

La première assertion est un cas particulier de i), compte tenu que 7Tj opère de 
façon simplement transitive sur F{Pi) qui est muni d'un point marqué ipi, d'où un 
isomorphisme P(p) E ~ E. Pour la deuxième assertion on utilise par exemple 
(G 6). 

Soit, pout tout j, c toj la sous-catégorie pleine de ^ formée des X tels que 
Hom(Pj,X) — » Hom(P, X) ~ F(X) soit bijectif. On sait par g) que c ê est réunion 
filtrante des ^ . On a donc pour X G féj : 

Ho m7r (P,Hom(P,X)) ~ Hom 7r ( J B,Hom(P / ,X)) ~ Hom T) (E, Hom(P, , X)) 
~Hom(P j x V] E,X) 

125 et compte tenu de la dernière assertion dans j) on trouve un isomorphisme fonctoriel 
en l'objet X de c €j : 

Ho m7r (P,Hom(P,X)) ~ Hom(Pi x nt E, X) 
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Comme cela est vrai pour tout j et que ces isomorphismes fonctoriels, pour j variable, 
s'induisent mutuellement, on conclut : 

k) Sous les conditions de j), le morphisme composé des morphismes canoniques 

E — » Hom(P î , P % x ni E) — ► Hom(P, P, E) 

fait de Pi x ni E une solution du problème universel définissant P x,£, i.c. ce dernier 
existe et on a un isomorphisme 

Px^E^P, x ni E 

Cela achève la construction du foncteur G(E). On a d'autre part un homomor- 
phisme fonctoriel 

a: id^(7r) — > FG 
i.e. un homomorphismc fonctoriel en l'objet E de ^(7r) : 

: E — ► FG(£) = F(P x T P) 

savoir le composé des morphismes canoniques 

E — > F(P) x^E — > F(P x^ E) 

(où le premier provient du point marqué ip E F(P)). Conjuguant j) et k), on trouve : 
1) L'homomorphisme a est un isomorphisme 
On définit de même un homomorphisme fonctoriel 

/3: GF — > id^ 

i.c. un homomorphismc fonctoriel en l'objet X de : 

P(X): Px^F(X)^X 

comme associé au 7r-homomorphismc 

F(X) — > Hom( J P, X) 

inverse de l'isomorphisme canonique Hom(P, X) F(X). 
m) Les composés 

F{X) a(F(X)) FGF{X) FWX)) F{X) 

G(E) G(a ' E)) GFC(E) « G ' E)) G(E) 

sont les isomorphismes identiques. 
Ane qui trotte. 

Compte tenu de 1) il s'ensuit : 

n) L 'homomorphisme (3 est un isomorphisme 

Nous avons ainsi obtenu le résultat promis : 
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Théorème 4.1 . — Soit^ une catégorie satisfaisant les conditions (G 1), (G 2), (G 3) 
du début du numéro, et F un Joncteur covariant de dans la catégorie des ensem- 
bles finis, satisfaisant les conditions (G 4), (G 5) et (G 6). Alors les constructions 
canoniques précédentes définissent des équivalences de catégories F: — > ^(tt) et 
G: ^(tt) — ► c é quasi-inverses l'une de l'autre. De façon précise, il existe un pro- 
objet P de c é , et un isomorphisme fonctoriel F(X) Hom(P, X), ir est le groupe 
opposé au groupe des automorphismes de P, topologisé de façon convenable, de façon 
que ir opère de façon continue sur les ensembles Hom(P, X) ~ F{X). Enfin G est 
donné par G(E) ~ P x T E. 

Remarques 4.2 . — L'énoncé des conditions (G 1) à (G 6) devient plus simple et plus 
sympathique si on remplace (G 2) et (G 5) respectivement par : 

(G' 2) Les limites inductives finies dans existent. 

(G' 5) Le foncteur F est exact à droite (i.e. commute aux limites inductives finies). 
Ces conditions sont en apparence plus fortes que (G 2) et (G 5), mais il résulte aussitôt 
du théorème de structure 4.1 qu'elles sont entraînées par (G 1) à (G 6). On notera 
cependant que dans les cas qui nous intéresseront, la vérification de (G 2) et (G 5) 
semble effectivement plus simple que celle de (G' 2) et (G' 5). J'ignore si dans la 
condition (G 3), le fait que u" soit un isomorphisme sur un sommande direct de Y ne 
pourrait être omis. 

5. Catégories galoisiennes 

Définition 5.1. — On appelle catégorie galoisienne une catégorie ^ équivalente à une 
catégorie ^(tt), où tt est un groupe compact, limite projective de groupes finis 
(i.e. totalement disconnexe). 

Pour la définition de ^(n), cf. début du N° 4. En vertu du th. 4.1, est galoisienne 
si et seulement si elle satisfait les conditions (G 1) à (G 3), et s'il existe un foncteur 
F de dans la catégorie des ensembles finis satisfaisant les conditions (G 4) à (G 6) 
(i.e. qui est exact et conservatif dans une terminologie générale). Un tel foncteur sera 
appelé foncteur fondamental de la catégorie galoisienne ^ ^ ; il est pro- représentable 
par un pro-objet que nous noterons Pp ; un pro-objet P tel que le foncteur F as- 
socié soit fondamental est appelé pro-objet fondamental. De cette façon, la catégorie 
des foncteurs fondamentaux sur ^ est anti-équivalente à la catégorie des pro-objets 
fondamentaux ; si F et P se correspondent, le groupe Aut F est donc isomorphe à l'op- 
posé du groupe Aut P, donc le groupe noté tt dans le numéro précédent n'est autre 
que Aut P. Rappelons qu'au numéro précédent nous avons construit, à partir d'un 
foncteur fondamental donné F, une équivalence de avec ^(tt) (où tt = Aut (F)) 
qui transforme le foncteur F en le foncteur canonique de ^(71") ^ dans la catégorie des 



( 6 )ll semble préférable d'adopter le terme plus parlant de « foncteur fibre ». 
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ensembles finis. Dans ce cas type = ^(tt), F = foncteur canonique, le pro-objet 
fondamental associé à F n'est autre que le système projectif des quotients discrets 7Tj 
de 7r. 

Il peut être utile d'expliciter la catégorie des pro-objets de ^(tt). On trouve : 

Proposition 5.2. — La catégorie Pro-^Tr) est canoniquement équivalente à la caté- 
gorie fê'in) des espaces, à groupe topologique ir d'opérateurs, qui sont compacts et 
totalement disconnexes. 

Comme cette dernière contient të(n) comme sous-catégorie pleine (correspondant 
aux espaces à opérateurs compacts discrets) et que les limites projectives y existent, 
on a en tous cas un foncteur canonique g: Pro-^(7r) — ► ^'(tt), au système projectif 
Q = (Qi) correspondant l'objet X = lim. Q- L de ^'(tt). Pour définir un foncteur en 
sens inverse, il suffit de définir un foncteur contravariant de ^"(7r) dans la catégorie des 
foncteurs ^ — > Ens exacts à gauche, et on prendra pour tout X G c é"(ir) le foncteur 
h(X)(E) — Hom(X, E) (le Hom étant pris dans ^'(n)). Il est immédiat par définition 128 
que les foncteurs h et g sont adjoints l'un de l'autre, et que hg est canoniquement 
isomorphe au foncteur identique de Pro- ^(71") . Il reste à prouver (pour établir que 
g et h sont quasi- inverses l'un de l'autre) que tout objet de fé"(7r) est isomorphe à 
un objet de la forme g(Q), où Q G Pro-'^(7r), en d'autres termes : tout espace X 
à groupe topologique tt d'opérateurs, qui est compact et totalement disconnexe, est 
isomorphe à une limite projective d'espaces à opérateurs finis discrets. Comme X est 
limite projective de ses quotients finis discrets (en tant qu'espace topologique sans 
opérateurs), on est ramené à montrer que dans l'ensemble de ces quotients, il y a un 
système cofinal qui est invariant par ir. Il suffit pour cela de montrer que pour un 
tel quotient X' , l'ensemble des transformés de ce quotient par les opérations de tt 
est fini, (on prendra alors le sup desdits transformés, qui sera un quotient invariant 
majorant X'). Ou encore, qu'il y a un sous-groupe invariant ouvert w' de tt tel que 
les éléments de ce sous-groupe invarient X'. Or X' correspond à une partition finie 
de X en ensembles ouverts Xi. Par raison de continuité et de compacité de tt, il existe 
un voisinage V de l'élément neutre de tt tel que s G V implique s ■ Xi C Xi pour 
tout i, donc s invarie X'. Or on sait que les sous-groupes invariants ouverts de tt 
forment un système fondamental de voisinages de l'élément neutre, ce qui achève la 
démonstration. 

Remarquons qu'on voit encore plus simplement que la catégorie Ind ^(tt) est canon- 
iquement équivalente à la catégorie des ensembles où tt opère continûment. Nous n'en 
aurons pas besoin ici. 

Proposition 5.3. — Soient une catégorie galoisienne, F un foncteur fondamental 
sur < Tû,P~ (Pi) le pro-objet associé, normalisé de la façon habituelle. Soit X G ; 
pour que X soit connexe, il faut et il suffit que tt opère transitivement sur E — F(X). 
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On est ramené au cas type = 'ë'(ir), F — foncteur canonique, où c'est trivial. 

Corollaire 5.4. — Conditions équivalentes sur X : (i) X est connexe et $<g (ii) le 
groupe n est transitif sur E = F(X), et F{X) ^ (iii) X est isomorphe à un Pi. 

129 L'équivalence de (i) et (iii) résulte aussi déjà facilement de N° 4, e). 

Proposition 5.5 . — Soit Q — (Qi)iei un pro-objet de "if, normalisé de la façon 
habituelle, et soit G le foncteur correspondant G(X) = Hom((3, X) de (dans Ens). 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) G commute aux sommes directes finies 

(ii) G commute à la somme de deux objets 

(iii) Les Qi sont connexes et ^± 0<g> 

(iv) Q est isomorphe à tt/H, où H est un sous-groupe fermé de n. 

(v) Le foncteur G est isomorphe au foncteur E E H (ensemble des invariants 
par H) défini par un sous- groupe fermé H de tt. 

N.B. dans l'énoncé de (iv) et (v), on suppose choisi un foncteur fondamental, per- 
mettant d'identifier ^ à la catégorie ^(tt). 

Démonstration. — On peut supposer ^ = ^(tt). L'implication (i)=^(ii) est triviale, 
(ii)=>(iii) se prouve comme la propriété d) du N° 4. Prouvons (iii)=>(iv). En effet, on 
sait que lim. Qi est non vide comme limite projective d'ensembles finis non vides. Soit 
a un point de lim. Qi, il définit un homomorphisme d'espaces à opérateurs 

TT > Q 

qui est surjectif car pour tout i le composé ir — » Q — » Qi l'est, puisque ir est transitif 
dans Qi en vertu de 5.3. Si donc H est le sous-groupe de stabilisateur de a, on obtient 
un isomorphisme tt/H Q. Les implications (iv)=>(v) et (v)=>(i) sont à nouveau 
triviales. 

Proposition 5.6. — Soient c € une catégorie galoisienne, P un pro-objet fondamental 
de '€ et F le foncteur fondamental associé. Soit P' = (P/),-^/ un pro-objet de 'é ', mis 
sous forme normale, et F' le foncteur associé F'(X) = Hom(P', X) de <€ dans Ens. 
Conditions équivalentes : 

(i) P' ~ P, ou encore F' ~ F. 

(ii) P' est fondamental, ou encore F' est fondamental. 

(iii) F' transforme somme de deux objets en somme, et X gé $<g implique 

130 F(X) ± 0. 

(iv) Les objets de c é connexes et ^ $<g sont exactement les objets isomorphes à 
un P[. 

On a trivialement (i)=>(iii) et (i)=>(ii), de plus (ii)=^(iv) en vertu de 5.4 (applique 
à P' au lieu de P). De plus (iii) ou (iv) implique en vertu de 5.5 que P 1 est de la 
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forme n/H où H est un sous-groupe fermé de n. Dans le cas (iii), il existe pour tout 
sous-groupe invariant ouvert n' de n un 7r-homomorphisme P' = n/H — > n/n', d'où 
H C 7r', d'où iï = (0) et par suite (i), cqfd. 

Corollaire 5.7 . — 5ozi ^ une catégorie galoisienne. Les pro-objets fondamentaux sont 
isomorphes, les fondeurs fondamentaux sont isomorphes. 

En d'autres termes, la catégorie des fondeurs fondamentaux est un groupoïde con- 
nexe P, qu'on peut appeler le groupoïde fondamental de la catégorie galoisienne 'é '. 
Si ^ = ^(ît), le groupe des automorphismcs d'un objet du groupoïde fondamental 
est isomorphe à n, cet isomorphisme étant bien déterminé à automorphisme intérieur 
près. (N.B. on appelle groupoïde une catégorie où tous les morphismes sont des iso- 
morphismes, groupoïde connexe groupoïde dont tous les objets sont isomorphes). Les 
pro-objets fondamentaux de ^ forment un groupoïde connexe équivalent à V opposé 
du groupoïde fondamental. Si F, F' sont deux foncteurs fondamentaux, associés à 
des pro-objets fondamentaux P,P', alors Hom(F, F') = Isom(F, F') est parfois noté 
ttf',f et joue le rôle d'un « ensemble de classes de chemins de F h F' ». En particulier 
■ïïf,f = ttf n'est autre que le groupe fondamental de en F construit dans le numéro 
précédent. Quant au pro-objet P associé à F, il joue le rôle d'un revêtement universel 
en F de l'objet final e<# de '. 

Il peut être commode d'avoir une description de ^ (à équivalence près) en termes 
de son groupoïde fondamental T, sans passer par un choix d'un objet particulier F 
de ce dernier. Or à tout objet I de ^ est associé le foncteur Ex sur le groupoïde 
fondamental, défini par 

E X (F) = F(X), 

à valeurs dans Ens. (Un tel foncteur est connu en topologie sous le nom de « système 
local » sur le groupoïde) F(X) = Ex (F) peut être appelé la fibre de X en F, et le 
foncteur Ex le foncteur-fibre associé à X. Le foncteur Ex a la propriété suivante : 
pour tout F, Ex (F) est un ensemble fini où le groupe topologique ttf = Aut(F) 
opère continûment. Pour un foncteur covariant donné £ du groupoïde fondamental 
dans Ens, la condition précédente équivaut d'ailleurs à la même condition pour un F 
fixé quelconque. Ceci posé : 

Proposition 5.8. — Le foncteur X i—> Ex est une équivalence de la catégorie c € avec 
la catégorie des foncteurs covariants du groupoïde fondamental P de c ê dans Ens, qui 
satisfont la condition mise en évidence ci-dessus. 

En effet, soit Fo un objet du groupoïde fondamental, et soit ttq = Aut(fo), alors le 
foncteur £ £(Fq) es t une équivalence de la deuxième catégorie envisagée dans 5.8 
avec la catégorie ^f(no), comme on constate aussitôt. D'autre part, le composé de ce 
dernier et du foncteur X Ex est l'équivalence naturelle — > ^(tto). Il en résulte 
que le foncteur X Ex lui-même est une équivalence. 
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Corollaire 5.9 . — La catégorie Pro-të est équivalente canoniquement à la catégorie 
des joncteurs covariants £ du groupoïde fondamental T dans la catégorie des espaces 
topologiques, satisfaisant la condition : pour tout objet F de T, Ç(F) est un espace 
compact totalement disconnexe à groupe topologique irp d'opérateurs. 

Ici encore, on peut vérifier cette condition sur £, il suffit de la vérifier pour un F. 
La démonstration est la même que pour 5.8. 

Remarque 5.10. — Soit (F s ) se s une famille d'objets du groupoïde fondamental T. 
Posons pour s,s'eS: 

Hom(s, s') = Hom(F s , F 8 ,) 

de sorte que S devient lui-même un groupoïde connexe et l'application s F s un fonc- 
teur pleinement fidèle de S dans T, soit /. Considérant alors le foncteur X ^ Ex ° / 
de ^ dans la catégorie de foncteurs Hom(5, Ens), on obtient une variante de 5.8 
(et 5.9) avec T remplacé par S. L'énoncé ainsi obtenu se réduit au théorème 4.1 
lorsque S est réduit à un point, et n'est autre que 5.8 lui-même si S est l'ensemble 
des objets de T. 

Nous allons utiliser 5.9 pour définir un pro-objet canonique de % '. Pour ceci, nous 
132 considérons le foncteur de T dans la catégorie des espaces topologiques (et même des 
groupes topologiqucs) : 

/: F i — > Aut(F) = tt f . 

Ce foncteur satisfait la condition envisagée dans 5.8, l'espace à opérateurs f(F) sous 
ttf n'est autre que irp, considéré comme espace à opérateurs sous lui-même par les 
automorphismes intérieurs. Donc le foncteur / correspond à un pro-objet de ^ déter- 
miné à isomorphisme unique près, qui est même un pro-groupe de ^ et qui est appelé 
le pro-groupe fondamental de të, jouant le rôle d'un système local de groupes fon- 
damentaux. C'est donc un pro-groupe II de défini par la condition qu'on ait un 
isomorphisme fonctoriel en F 

F (IL) ~ 7T F . 

Si X est un pro-objet quelconque de ^, on a un morphisme canonique 

Ux X — > X 

qui fait de X un objet à groupe d'opérateurs à gauche G dans Pro-^. Il suffit pour 
ceci de noter que pour F variable, on a une application canonique 

U(F) x X(F) — ► X(F) 

i.e. 

Aut{F)xEx{F) — >E X (F), ou n F x F(X) — > F(X) 
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qui est fonctorielle en F. Elle est aussi fonctorielle en X, donc pour tout morphisme 
X — > Y de pro-objets, le diagramme 

n x X >X 

n x Y >Y 

correspondant est commutatif. 

Remarque 5.11. — On se gardera de confondre un pro-objet fondamental P (qui n'est 
pas muni d'une structure de groupe, et est connexe) avec le pro-groupe fondamental 
(qui est un pro-groupe, et en général non connexe). De façon précise, G est connexe si 
et seulement si ttf opérant sur lui-même par automorphismcs intérieurs est transitif, 
i.e. si 7r est réduit à l'élément neutre, ou encore ^ équivalente à la catégorie des en- 
sembles finis. Une autre différence essentielle est que G est déterminé à isomorphismc 133 
unique près, et P n'est déterminé qu'à isomorphisme non unique près. 

Soit E un ensemble fini et considérons le foncteur constant sur le groupoïde T, 
de valeur E : il définit en vertu de 5.8 un objet de < é l , noté E<#, et qui peut aussi 
s'interpréter comme la somme de E exemplaires de l'objet final e<^ de "îê '. On peut 
considérer E<g comme un foncteur en E, de la catégorie des ensembles finis dans la 
catégorie c £ , et ce foncteur est exact, donc transforme groupes finis en "^-groupes, 
etc. Si donc X est un objet de ^ sur lequel le groupe fini G opère à droite, on voit 
qu'on peut considérer X comme un objet de ^ ayant un ^-groupe d'opérateurs à 
droite G<g. On dira donc par extension d'une terminologie générale relative à des 
objets à "^-groupes d'opérateurs, que X est formellement principal homogène sous G 
si X est formellement principal homogène sous GV, i.e. si le morphisme canonique 

X x G<g — > X x X 

déduit de l'opération de G<g sur X à droite, est un isomorphisme. On dit que X est 
principal homogène sous G s'il l'est sous G<g, i.e. s'il l'est formellement, et si de plus 
le quotient X/G = X/G<g est e<g. Si on se fixe un foncteur fondamental, d'où une 
équivalence de ^ avec une catégorie ^(tt), X correspond à un ensemble sur lequel n 
opère à gauche continûment, soit E = F{X). Faire opérer G sur X à droite revient 
alors à faire opérer G sur l'ensemble E à droite, de façon que les opérations de G 
commutent à celles de n. On constate alors aussitôt que X est principal homogène 
sous G si et seulement si l'ensemble E est un espace principal homogène sous G, 
i.e. si et seulement si G y opère de façon simplement transitive. (D'ailleurs X est 
formellement principal homogène si et seulement si E principal homogène ou vide). 
Comparant avec 5.3, on voit que si X est principal homogène sous G et connexe, alors 
l'homomorphisme donné de G dans le groupe opposé à Aut(X) est un isomorphisme ; 
et d'ailleurs pour qu'un objet J de ^ soit connexe et principal homogène sous le 
groupe opposé à Aut(X), il faut et il suffit, avec les notations du N° 4, qu'il soit 
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isomorphe à un Pi galoisien. Dans le cas type ^ — ^{-k), cela signifie que X est 
isomorphe à un quotient de 7r par un sous-groupe invariant. 
134 Supposons toujours donné un foncteur fondamental F. Alors la donnée d'un X 
principal homogène sous un groupe fini G opérant à droite, et d'un point a € F(X), 
est équivalente à la donnée d'un homomorphisme de ir dans le groupe G. En effet, à 
un tel homomorphisme on fait correspondre l'ensemble E — G, en y faisant opérer 7r 
à gauche grâce à l' homomorphisme donné 7r — > G et les translations à gauche de G, et 
en y faisant opérer G à droite par translation à droite, le point marqué a de E étant 
l'élément unité de G. Grâce à ce qui précède, on obtient ainsi de façon essentiellement 
unique tout triple (X, G, a) ayant les propriétés envisagées plus haut, puisqu'un ensem- 
ble à point marqué principal homogène sous un groupe G s'identifie à ce dernier. De 
cette façon, on a une interprétation géométrique directe du foncteur G i— ► Hom(7T, G) 
de la catégorie des groupes finis dans Ens, foncteur qui est pro-représentable à l'aide 
de 7r, et dont la considération fournirait donc une autre construction du groupe n 
associé à F. 



6. Foncteurs exacts d'une catégorie galoisienne dans une autre 

Proposition 6.1 . — Soient <é ', c ê' deux catégories galoisiennes, H : — > c ê' un fonc- 
teur covariant, F' un foncteur fondamental sur c €' et F = F' o H . Conditions équiv- 
alentes : 

(i) H est exact, i.e. exact à gauche et exact à droite. 

(ii) H est exact à gauche, transforme sommes finies en sommes finies, et épimor- 
phismes en épimorphismes {ou encore : objets çé 0<^ en objets 96 0<jf). 

(iii) F est un foncteur fondamental sur c <a '. 

L'implication (i)=>(ii) est un fait général aux catégories. D'ailleurs la première 
forme donnée à (ii) implique la seconde, comme on voit en notant que si X est un objet 
de c to 1 alors X est 9^ 0<^ si et seulement si le morphisme X — > est un épimorphisme ; 
on notera que F étant supposé exact à gauche transforme e<g en e<gi . La deuxième 
forme donnée à (ii) implique (iii), car F étant exact à gauche donc pro-représentable 
est justiciable de 5.6 critère (iii). Enfin (iii) implique (i), comme il résulte du fait que 
F est exact, et « conservatif » (i.e. satisfait l'axiome (G 6) de n° 4). 
135 Soit alors T le groupoïde fondamental de fê, V celui de If'. Donc si H est exact, 
alors F' 1— > F'oH est un foncteur du groupoïde T' dans le groupoïde T, qu'on dénotera 
par *ff : 

t H(F')(X) = F'(H(X)) 
qu'on peut aussi écrire, avec la notation F(X) = Ex (F) introduite dans n° 6 : 



E H{x) (F') = E x ( t H(F')). 
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Cette dernière formule montre, compte tenu de 5.8 ou 4.1, que le foncteur exact H 
est déterminé (à isomorphisme unique près) quand on connaît le foncteur correspon- 
dant *H. Fixons nous un F', soit F = 'iï(F'), alors *H définit un homomorphisme 
de TTp' = Aut(F') dans ir F = Aut(F) : 

'H-.ttf >tt f (F = t H(F') = F' o H). 

D'ailleurs la formule plus haut montre (compte tenu de 5.8) que cet homomorphisme a 
la propriété suivante : pour tout ensemble fini E où irp opère continûment, le groupe 
TTpi opère également continûment grâce à l'homomorphisme précédent ttf' — > ttf- 
Appliquant ceci aux quotients de ttf par ses sous-groupes invariants ouverts, on voit 
que la condition précédente signifie aussi que l'homomorphisme considéré est continu. 
Réciproquement, donnons-nous un objet F de T, un objet F' de T' et un homomor- 
phisme continu 

U: TTp' ► TTp, 

il lui correspond donc un foncteur de ^(tt) dans ^(n'), manifestement exact, donc en 
vertu de 4.1 il lui correspond un foncteur H de dans fé" qui est exact, et tel que 
l H : ttf' — * tïf soit précisément u. On peut aussi, au lieu d'un homomorphisme de 
groupes, partir d'un foncteur 

U:V — > r 

qui est tel que pour tout F' e T 1 (ou un F' S T', cela revient au même) l'homomor- 
phisme correspondant irpi — * ttf soit continu : un tel foncteur est isomorphe à un 
foncteur de la forme où H : ^ — » c é' est un foncteur exact déterminé à isomor- 
phisme unique près. Ainsi : 

Corollaire 6.2 . — Pour qu'un foncteur H-.^^^'de catégories galoisiennes soit 
exact, il faut et il suffit qu'il existe des équivalences ^(n) — » et c ê' — > ^(n') qui 
transforment le foncteur H en le foncteur (tt) — ► ^(tt 1 ) associé à un homomorphisme 
de groupes topologiques n' — > n. 

Corollaire 6.3. — Soient <é ' , c ê' deux catégories galoisiennes, T, T' leurs groupoïdes 
fondamentaux. Alors la catégorie des fondeurs exacts de dans c £' est équivalente à 
la catégorie des fondeurs U : V — > T ayant la propriété suivante : pour tout F' dans T' 
(ou un F' dans T' , cela revient au même), posant F = U(F'), l'homomorphisme 

TT F > = Aut(F') — > TT F = Aut(F) 

défini par U est continu. 

Considérons le pro-groupe fondamental II de ^f, alors un foncteur exact H le trans- 
forme en un pro-groupe H (II) de ( é" , nous allons définir un homomorphisme 

n' — > H (lï) 
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(où n' est le pro-groupe fondamental de < é"), par la condition que pour tout objet F' 
de F', l'homomorphisme correspondant 

F' (II') = tt f ► F'(H(U)) = 7rp (où F = F' o H = l H{F')) 

soit l'homomorphisme naturel 

Aut(F') — ► Aut(F' o H). 

Comme ce dernier est fonctoriel en F', il définit bien en vertu de 5.8 un homomor- 
phisme de pro-objets, et en fait de pro-groupes, de c é" . Cet homomorphisme est dit 
associé au foncteur H. 

Soit maintenant H' un deuxième foncteur exact, de la catégorie galoisienne fé" dans 
une catégorie galoisienne c ê" . Il est trivial qu'on a 

\H'H) = 

(N.B. on a là une identité de foncteurs, et non seulement un isomorphisme canonique). 
On a une propriété de transitivité analogue pour les homomorphismcs associés des 
pro-groupes fondamentaux. 
137 Nous allons maintenant interpréter les propriétés du foncteur exact H en termes 
de l'homomorphisme correspondant 

u : ttf' — > tt_f (où F' = F' o H ). 

Il est commode d'introduire la notion d'objet ponctué de la catégorie galoisienne ^ 
(muni de son foncteur fondamental F) : c'est par définition un objet X de ^ muni 
d'un élément a de F(X). Il s'interprète donc comme un ensemble fini où irp opère 
continûment à gauche, muni d'un point a. Donc les objets ponctués connexes de 'rf 
s'identifient en vertu de 5.3 aux sous-groupes ouverts de ttf- Si U et V sont deux 
tels sous-groupes, correspondants à des objets ponctués connexes X, Y de % ', alors 
il existe un homomorphisme ponctué de X dans Y si et seulement si Z7 C V, et 
cet homomorphisme est alors unique. Bien entendu, le foncteur H transforme objets 
ponctués en objets ponctués (puisque F — F' o H). Notons d'autre part qu'un sous- 
groupe fermé d'un groupe tel que ttf est l'intersection des sous-groupes ouverts qui 
le contiennent ; par suite, si M, N sont deux sous-groupes fermés, alors M C si et 
seulement si tout sous-groupe ouvert qui contient N contient également M. Grâce à 
ces remarques, on prouve facilement les résultats qui suivent : 

Proposition 6.4. — Soit X un objet ponctué connexe de , associé à un sous-groupe 
ouvert U de ttf- Pour que U contienne u(ttf>) (resp. le sous-groupe invariant fermé 
engendré par u(ttf>)) il faut et il suffit que H(X) admette une section ponctuée {resp. 
soit complètement décomposé). 

On appellera section — sous-entendu : au-dessus de l'objet final — d'un objet X 
d'une catégorie galoisienne un morphisme de l'objet final e<^ dans X, ce qui revient 
à la donnée d'un élément a de F{X) invariant par irp ; si X est ponctué, on dit qu'on a 
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une section ponctuée si elle est compatible avec les structures ponctuées sur X et e<g, 
i.e. si a est précisément l'objet marqué de F(X). Une telle section est donc unique, 
et existe si et seulement si l'objet marqué de F(X) est invariant par irp. Enfin, un 
objet d'une catégorie galoisienne est dit complètement décomposé s'il est isomorphe 
à une somme d'objets finaux, i.e. si np opère trivialement dans F(X) — condition 
évidemment plus forte que l'existence d'une section ponctuée, lorsque X est ponctué. 
La proposition 6.4 résulte trivialement des définitions et remarques précédentes. 

Corollaire 6.5. — Pour que u soit trivial, il faut et il suffit que pour tout objet X de c é ', 138 
H(X) soit complètement décomposé. 

Proposition 6.6. — Soit X' un objet ponctué connexe de fé" ', associé à un sous-groupe 
ouvert U' de tïf 1 - Pour que U' contienne Keru, il faut et il suffit qu'il existe un objet 
ponctué connexe X de c € et un homomorphisme ponctué de la composante connexe 
ponctuée X' de H(X) dans X' (donc que X soit isomorphe comme objet ponctué à 
un quotient de la composante connexe neutre de l'image inverse d'un objet ponctué 
de Si u est surjectif la condition précédente équivaut aussi à la suivante : X est 
isomorphe à un H(X), où X est un objet ponctué de *ë '. 

(On appelle composante connexe neutre d'un objet ponctué X d'une catégorie 
galoisienne l'unique sous-objet connexe ponctué de X ; il correspond à la trajectoire 
sous 7Tf du point marqué de F(X), en vertu de 5.3). Comme le fait que U 1 contienne 
Keru ne dépend pas de la ponctuation choisie de X' (car une autre ponctuation 
revient à remplacer U par un sous-groupe conjugué à U), on voit : 

Corollaire 6.7 . — Pour que U' contienne Kerw, il faut et il suffit qu'il existe un 
objet X de *ê (qu'on peut supposer connexe) et un morphisme d'une composante con- 
nexe de H(X) dans X' . Si u est surjectif cela signifie aussi que X' est isomorphe à 
un objet de la forme H(X). 

Corollaire 6.8. — Pour que u soit injectif il faut et il suffit que pour tout objet X' 
de c €' , il existe un objet X de et un homomorphisme d'une composante connexe 
de H(X) dans X' . 

Proposition 6.9. — Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L 'homomorphisme u: ttf 1 —>■ ttf est surjectif. 

(ii) Pour tout objet connexe X de të, H(X) est connexe. 

(iii) Le fondeur H est pleinement fidèle. 

Ce dernier fait signifie que pour deux objets X, Y de l'application naturelle 
Hom(X, Y) — ► Hom(H(X),H(Y)) 

est bijective. 
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Corollaire 6.10. — Pour que u soit un isomorphisme, il faut et suffit que H soit une 139 
équivalence de catégories, ou encore que les deux conditions suivantes soient vérifiées : 

a) pour tout objet connexe X de 'é ', H(X) est connexe 

b) tout objet de c é" est isomorphe à un objet de la forme H(X). 

Proposition 6.11. — Soient H: c é — » c ê' et H 1 ' : c i — » c i" des fondeurs exacts entre 
catégories galoisiennes, F" un fondeur fondamental sur c ê" , posons F' — F" H 1 et 
F = F 1 H, et considérons les homomorphismes associés 

u' : ttf" ► Tïpi u: ttf' — > irp. 

Pour que Kcrw C Imu' Le. pour que uu' soit l'homomorphisme trivial, il faut et il 
suffit que pour tout objet X de 'io , H'(H(X)) soit complètement décomposé. Pour que 
Keru D Imu', il faut et il suffit que pour tout objet ponctué connexe X' de c €' tel que 
H'(X') admette une section ponctuée, il existe un objet X de'rf et un homomorphisme 
d'une composante connexe de H{X) dans X' . 

La première assertion résulte de la dernière affirmation de 6.4. La deuxième résulte 
de la conjonction de 6.4 et 6.6. 

Remarque 6.12. — Il n'est pas vrai en général, sous les conditions de 6.8 que X' soit 
isomorphe à un objet de la forme H{X). On peut montrer que pour que tout objet 
connexe (donc tout objet) de c é' soit isomorphe à un objet de la forme H(X), il faut et 
il suffit que u soit un isomorphisme de ttf 1 sur un sous-groupe facteur direct de iïf- En 
pratique cependant, on construit directement un homomorphisme irp — > ttf> inverse 
à droite de m à l'aide d'un foncteur exact convenable de c ê' dans . 

Proposition 6.13. — Soient ^ une catégorie galoisienne munie d'un foncteur fonda- 
mental F, S un objet connexe de c € , c €' la catégorie des objets de ^ au-dessus de S. 
Alors c ê' est une catégorie galoisienne, et le foncteur X ^> H(X) = X x S de ^ 
dans est exact. Soit a E F (S), et soit F' le foncteur de c é' dans la catégorie des 
ensembles finis défini par 

F'(X') = image inverse de a par F(X') ► F (S). 

Alors on a un isomorphisme F = F 1 o H, et l'homomorphisme correspondant 

U : 7Tp/ > TTp 

140 est un isomorphisme de ttf' sur le sous-groupe ouvert U de irp stabilisateur de l'élé- 
ment marqué a de F{X). 

La démonstration est laissée au lecteur. 
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7. Cas des préschémas 

Soit S un préschéma localement noethérien et connexe, et soit 

a : Spec(O) — ► S 

un point géométrique de S, à valeurs dans un corps algébriquement clos O. On posera 

— catégorie des revêtements étales de S 

et pour un objet X de i.e. un revêtement étale X de S, on pose 

F(X) = ensemble des points géométriques de X au-dessus de a. 

Ainsi, F devient un foncteur sur ^ à valeurs dans la catégorie des ensembles finis. 
Les propriétés (G 1) à (G 6) sont satisfaites : pour (G 1), c'est contenu dans les 
sorites de I 4.6, (G 2) résulte de 3.4, (G 3) de 3.5, (G 4) est trivial par définition, 
(G 5) résulte de 3.5 et du début du N° 2, enfin (G 6) est prouvé dans 3.7. On peut 
donc appliquer les résultats des N° 4, 5, 6. Cela permet en particulier de définir un 
pro-objet P de ^ représentant F, appelé revêtement universel de S au point a, et un 
groupe topologiquc tt = Aut(F) = Aut° P, appelé groupe fondamental de S en a, et 
noté 7Ti (S, a). Le foncteur F définit alors une équivalence de la catégorie ^ avec la caté- 
gorie des ensembles finis où tt = tt\ (S*, a) opère continûment. Cette équivalence permet 
donc d'interpréter les opérations courantes de limites projectives et limites inductives 
finies sur des revêtements (produits, produits fibres, sommes, passage au quotient, 
etc.) en termes des opérations analogues dans ^(tt), i.e. en termes des opérations év- 
identes sur des ensembles finis où tt opère. Notons d'ailleurs, puisque les composantes 
connexes topologiques d'un revêtement étale sont également des revêtements étales, 
qu'un objet X de ^ est connexe dans <tâ si et seulement si il est topologiquement 
connexe ; en vertu de 5.3 cela signifie donc que tt\ opère transitivement dans F(X). 
Notons que pour qu'un objet I de ^ soit fidèlement plat et quasi-compact sur S 
(comme il est déjà plat et quasi-compact sur S), il faut et suffit que X — > S soit 
surjectif i.e. soit un épimorphisme dans e é ? , ou encore que X ^ 0. On conclut alors du 
critère 2.6 (iii) que X est un revêtement principal de S de groupe G si et seulement si 
il est un espace principal homogène sous G dans la catégorie (tel qu'il a été défini 
dans N°5). 

Si a' est un autre point géométrique de S (correspondant à un corps algébrique- 
ment clos il', qui peut être différent de O et qui peut même avoir une caractéristique 
différente), il définit un foncteur fibre F' = F a > de c ê dans la catégorie des ensembles 
finis, qui est encore exact, donc isomorphe k F ~ F a . Par suite, les groupes fondamen- 
taux 7Ti(S] a) pour a variable sont isomorphes entre eux. Si on désigne par tti(S; a, a') 
l'ensemble des isomorphismes (ou ce qui revient au même, l'ensembles des homomor- 
phismes) F a — > F a > des foncteurs fibres associés, on obtient ainsi un groupoïde dont 
l'ensemble des objets est l'ensemble des points géométriques de S, les groupes fonda- 
mentaux étant les groupes d'automorphismes des objets dudit groupoïde. L'ensemble 
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ni(S;a',a) peut être appelé Y ensemble des classes de chemins de a à a'. Ces classes 
se composent donc de façon évidente. Enfin, on peut définir un pro-groupe nf de ^, 
qu'on pourra appeler pro-groupe fondamental de S ou système local des groupes fon- 
damentaux sur S, défini à isomorphisme unique près par la condition qu'on ait un 
isomorphisme, fonctoriel en le point géométrique a de S : 

F„(nf)=7ri(S;o) 

(cf. remarque 5.10). En particulier, si s est un point ordinaire de S, la fibre de G en s 
est un pro-groupe sur k(s), limite projective de groupes finis étales sur k(s) ; on pour- 
rait appeler ce pro-groupe le groupe fondamental de S en le point ordinaire s de S, et 
le noter tti(S,s). Par définition, ces points à valeurs dans une extension algébrique- 
ment close Q de k(s) sont les éléments de ni(S; a), où a est le point géométrique de S 
défini par ladite extension. En particulier, (prenant pour S le spectre d'un corps) à 
tout corps k est associé canoniquement et fonctoriellement un pro-groupe sur k, qu'on 
pourrait noter 7i"i(fc), limite projective de groupes finis étales sur k, et dont les points 
142 dans une extension algébriquement close f2 de k s'identifient aux éléments du groupe 
de Galois topologique de kj k, où k est la clôture galoisienne de k dans SI (cf. 8.1). Ce 
groupe 7n(fc) ne semble pas encore avoir retenu l'attention des algébristes. 
Soit maintenant 

/: S" — > S 

un morphisme d'un préschéma connexe localement noethérien dans un autre, soit a' 
un point géométrique de S' et soit a — f(a') son image directe dans S. Alors le 
fonetcur « image inverse » induit un foncteur de la catégorie ^o{S) des revêtements 
étales de S, dans la catégorie < ë'{S') des revêtements étales de S' : 

f : tf(S) — > V{S') 

On a d'ailleurs un isomorphisme de foncteurs 

F a ^F a ,of, 

de sorte que /* est un foncteur exact, auquel s'appliquent les résultats du N° 6. On a 
en particulier un homomorphisme canonique 

u = 7ri(/;o') ittiCS'.o') — 7ri(S;o) (a' = f(a)) 

qui permet de reconstituer le foncteur image inverse, comme une opération de re- 
striction des groupes d'opérateurs. Les propriétés du foncteur /* s'expriment donc 
de façon simple par les propriétés de l'homomorphisme de groupes associés, comme 
il a été explicité dans le N° 6. Si en particulier S' est un revêtement étale de S, 
alors l'homomorphisme u est un isomorphisme de 7Ti(S", a') sur le sous-groupe ouvert 
de 7T\(S,a) qui définit le revêtement étale connexe ponctué S' de S (i.e. le stabilisa- 
teur U de a' G F a (S') dans tïi(S; A)). 



8. CAS D'UN PRÉSCHÉMA DE BASE NORMALE 



117 



Si on désire interpréter les homomorphismes 7Ti(/;a') pour un point géométrique 
variable a', on doit, conformément à ce qui a été dit dans le N° 6, considérer un 
homomorphisme 

iM/) : nf /-(nf) 

de pro-groupes sur S, et prendre l'homomorphisme correspondant pour les fibres 
géométriques. 

8. Cas d'un préschéma de base normale 

143 

Proposition 8.1 . — Soit S le spectre d'un corps k, et soit fi une extension algébrique- 
ment close de k, définissant un point géométrique a de S à valeurs dans f2. Soit k la 
clôture séparable de k dans fi. Alors il existe un isomorphisme canonique de ni(S,a) 
sur le groupe de Galois topologique de k/k. 

Soit k 1 la clôture algébrique de k dans fi, il correspond donc à un point 
géométrique b de S*, à valeurs dans k' . L'homomorphisme naturel de foncteurs Ft, — > F a 
est évidemment un isomorphisme, car un fc-homomorphisme d'une extension finie sé- 
parable de k dans fi prend nécessairement ses valeurs dans k et a fortiori dans k! . 
D'autre part, le groupe 7r' des /c-automorphismcs de kl jk opère de façon évidente 
sur Ft, d'où un homomorphisme ir' — > Aut(F{,) Aut(F a ) = tti(S; a). D'autre part, 
il est bien connu que l'homomorphisme naturel de n' dans le groupe ir des automor- 
phismes de k/k est un isomorphisme. On obtient ainsi un homomorphisme canonique 
7r — » 7Ti (S; a), reste à montrer que c'est un isomorphisme. En effet, cet homomorphisme 
est injectif, car un élément du noyau est un automorphisme de k/k qui induit l'iden- 
tité sur toute sous-extension séparable finie, donc est trivial. Cet homomorphisme est 
surjectif, car si X est un revêtement étale connexe de S, donc défini par une extension 
finie séparable L/k, alors tt est transitif sur l'ensemble des k- homomorphismes de L 
dans k' , comme bien connu. 

Proposition 8.2. — Soient S un préschéma connexe, localement noethérien et nor- 
mal, K = k(s) son corps des fonctions — le corps résiduel en son point générique 
s, fi une extension algébriquement close de K , définissant un point géométrique 
a 1 de S' = Spec(if) et un point géométrique a de S. Alors l'homomorphisme 
TTi(S';a') — > 7Ti(5;a) est surjectif. Lorsqu'on identifie le premier groupe au groupe 
de Galois de la clôture séparable K de K dans fi (cf. 8.1) alors le noyau de l'homo- 
morphisme précédent correspond par la théorie de Galois à la sous- extension de K /K 
composée des extensions finies de K dans fi qui sont non ramifiées sur S. 

La première assertion signifie que l'image inverse sur S' d'un revêtement étale 
connexe X de S est connexe, i.e. que X est intègre, ce n'est autre que (1 10.1). Le noyau 
de l'homomorphisme précédent s'interprète alors comme formé des automorphismes 
de K/K qui induisent l'identité sur les ensembles F a (X), où on peut supposer le 144 
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revêtement étale X de S connexe. Mais cela signifie que cet automorphisme induit 
l'identité sur les sous-extensions finies de K/K qui sont non ramifiées sur S, ce qui 
prouve la dernière assertion. 

Remarque. — Grâce à cette interprétation du groupe fondamental du préschéma nor- 
mal S en termes de théorie des Galois habituelle, la définition était connue dans ce 
cas depuis longtemps. 

9. Cas des préschémas non connexes : catégories multigaloisiennes 

Soit S un préschéma localement noethérien, et soient (Si)i e i ses composantes 
connexes. Alors la catégorie ^(S) des revêtements étales de S est équivalente à la 
catégorie produit des ^(Si), qui s'interprètent en termes des groupes fondamentaux 
des Si, une fois choisie un point géométrique dans chaque Si. Dans l'application de 
la théorie de la descente pour les morphismes étales, il est parfois malcommode de 
faire choix pour tout Si d'un point géométrique de Si. Il est plus commode alors de 
recourir à la généralisation naturelle de 5.8 pour interpréter c ~é(S) comme une caté- 
gorie de foncteurs sur le groupoïde des points géométriques de S, considéré comme 
somme des groupoïdes correspondants aux composantes connexes de S ; les foncteurs 
en question sont les foncteurs à valeurs dans la catégorie des ensembles finis, satis- 
faisant la propriété de continuité analogue à celle invoquée dans 5.8. En pratique, 
on aura une famille (a t )teE de points géométriques de S, telle que toute composante 
connexe Si de S en contienne au moins un, et on pourra alors, comme dans 5.10, 
remplacer le groupoïde de tous les points géométriques de S par le groupoïde ana- 
logue dont l'ensemble sous-jacent est E. Bien entendu, ces considérations devraient 
s'insérer dans des définitions générales concernant les catégories qui sont équivalentes 
à des catégories produits de catégories de la forme ^{tt), et qu'on pourra appeler 
catégories multi-galoisiennes. Nous en laisserons le détail au lecteur. 
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0. Introduction 

Contrairement à ce qui avait été annoncé dans l'introduction à l'exposé précédent, 
il s'est avéré impossible de faire de la descente dans la catégorie des préschémas, 
même dans des cas particuliers, sans avoir développé au préalable avec assez de soin 
le langage de la descente dans les catégories générales. 

La notion de « descente » fournit le cadre général pour tous les procédés de « rec- 
ollement » d'objets, et par conséquent de « recollement » de catégories. Le cas le plus 
classique de recollement est relatif à la donnée d'un espace topologique X et d'un 
recouvrement de X par des ouverts Xi ; si on se donne pour tout i un espace fibre 
(disons) Ei au-dessus de Xi, et pour tout couple un isomorphisme fji de Ei\Xij 
sur Ej\Xij (où on pose Xij = Xi nXj), satisfaisant une condition de transitivité 
bien connue (qu'on écrit de façon abrégée fkjfji = fki), on sa it qu'il existe un espace 
fibre E sur X, défini à isomorphisme près par la condition que l'on ait des isomor- 
phismes fi : E\Xi E i: satisfaisant les relations fji = fjf^ 1 (avec l'abus d'écriture 
habituel). Soit X' l'espace somme des Xi, qui est donc un espace fibré au-dessus de X 
(i.e. muni d'une application continue X' — » X). On peut interpréter de façon plus con- 
cise la donnée des Ei comme un espace fibré E' sur X', et la donnée des fji comme 
un isomorphisme entre les deux images inverses (par les deux projections canoniques) 
E'I et E'2 de E 1 sur X" = X'xxX', la condition de recollement pouvant alors s'écrire 
comme une identité entre isomorphismes d'espaces fibrés E'" et E$ sur le produit 
fibré triple X'" = X' x x X' x x X' (où E"' désigne l'image inverse de E' sur X'" 
par la projection canonique d'indice i). La construction de E, à partir de E' et de /, 
est un cas typique de procédé de « descente ». D'ailleurs, partant d'un espace fibré E 146 
sur X, on dit que X est « localement trivial », de fibre F, s'il existe un recouvrement 
ouvert (Xi) de X tel que les E\Xi soient isomorphes à F x Xi, ou ce qui revient au 
même, tel que l'image inverse E 1 de E sur X' = ]J i Xi soit isomorphe à X' x F. 
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Ainsi, la notion de « recollement » d'objets comme celle de « localisation » d'une 
propriété, sont liées à l'étude de certains types de « changements de base » X' — ► X. En 
Géométrie Algébrique, bien d'autres types de changement de base, et notamment les 
morphismes X' — > X fidèlement plats, doivent être considérés comme correspondant 
à un procédé de « localisation » relativement aux préschémas, ou autres objets, « au- 
dessus » de A. Ce type de localisation est utilisé tout autant que la simple localisation 
topologique (qui en est un cas particulier d'ailleurs). Il en est de même (dans une 
moindre mesure) en Géométrie Analytique. 

La plupart des démonstrations, se réduisant à des vérifications, sont omises ou 
simplement esquissées ; le cas échéant nous précisons les diagrammes moins évidents 
qui s'introduisent dans une démonstration. 



1. Univers, catégories, équivalence de catégories 

Pour éviter certaines difficultés logiques, nous admettrons ici la notion d' Univers, 
qui est un ensemble « assez gros » pour qu'on n'en sorte pas par les opérations 
habituelles de la théorie des ensembles; un « axiome des Univers » garantit que tout 
objet se trouve dans un Univers. Pour des détails, voir un livre en préparation par 
C. Chevalley et le conférencier ^\ Ainsi, le sigle Ens désigne, non pas la catégorie de 
tous les ensembles (notion qui n'a pas de sens), mais la catégorie des ensembles qui se 
trouvent dans un Univers donné (que nous ne préciserons pas ici dans la notation). De 
même, Cat désignera la catégorie des catégories se trouvant dans l'Univers en ques- 
tion, les « morphismes » d'un objet X de Cat dans un autre Y, étant par définition 
les Joncteurs de X dans Y. 
147 Si c é est une catégorie, nous désignons par Ob(fé') l'ensemble des objets de fé", 
par Fl(fé') l'ensemble des flèches de (ou morphismes de c €). Nous écrirons donc 
X G Ob(fé') en évitant l'abus de notation courant X G <£ . Si et c ê' sont deux 
catégories, un joncteur de ^ dans sera toujours ce qu'on appelle communément 
un foncteur covariant de dans c ê' ; sa donnée implique celle de la catégorie d'arrivée 
et la catégorie de départ, 'é'et'é". Les foncteurs de dans fé" forment un ensemble, 
noté Hom^,?''), qui est l'ensemble des objets d'une catégorie notée Hom(^,?"). 
Par définition, un Joncteur contravariant de dans < €' est un foncteur de la catégorie 
opposée c é° de c ê dans c é' . 

Nous admettrons la notion de limite projective et de limite inductive d'un foncteur 
F: ,y — > fé", et en particulier les cas particuliers les plus courants de cette notion : 
produits cartésiens et produits fibres, notions duales de sommes directes et de sommes 
amalgamées, et les propriétés formelles habituelles de ces opérations. 



M Les auteurs définitifs sont C. Chevalley et P. Gabriel. Le livre doit sortir en l'an 3000. En attendant, 
cf. aussi SGA 4 I. 
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Par exemple, dans la catégorie Cat introduite plus haut, les limites projectives 
(relatives à des catégories ,f se trouvant dans l'Univers choisi) existent ; l'ensemble 
d'objets (resp. l'ensemble de flèches) de la catégorie limite projective ^ des s'ob- 
tient en prenant la limite projective des ensembles d'objets (resp. des ensembles de 
flèches) des catégories %. Le cas le plus connu est celui du produit d'une famille de 
catégories. Nous utiliserons constamment par la suite le produit nbré de deux caté- 
gories sur une troisième. 

Pour tout ce qui concerne les catégories et foncteurs, en attendant le livre en 
préparation déjà signalé, voir [1] (qui est nécessairement fort incomplet, même en ce 
qui concerne les généralités esquissées dans le présent numéro). 

Prenons cette occasion pour expliciter la notion d'équivalence de catégories, qui 
n'est pas exposée de façon satisfaisante dans [1]. Un fonctcur F: — > c ê' est dit 
fidèle (resp. pleinement fidèle) si pour tout couple d'objets S, T de fâ, l'application 
u i ► F(u) de Hom(5, T) dans Hom(F(S), F(T)) est injective (resp. bijective). On dit 
que F est une équivalence de catégories si F est pleinement fidèle, et si de plus tout 148 
objet S' de fé" est isomorphe à un objet de la forme F (S). On montre qu'il revient au 
même de dire qu'il existe un foncteur G de < rf' dans quasi-inverse de F, Le., tel que 
GF soit isomorphe à id^. Lorsqu'il en est ainsi, la donnée d'un foncteur G: fé" — > "îo 
et d'un isomorphisme tp: GF — ► id^' équivaut à la donnée, pour tout S' € Ob(fé"), 
d'un couple (S,u) formé d'un objet S de 'rf et d'un isomorphisme u: F(S) — » S', 
soit (G(S),ip(S)). (Avec ces notations, il existe un foncteur unique c é > ' —> c é ayant 
l'application donnée S i— ► G(S) comme application-objets, et tel que l'application 
S i > <p(S) soit un homomorphisme de foncteurs FG — » id<g>). Enfin, si G est un 
foncteur quasi-inverse de F, et si on choisit des isomorphismes ip: FG id<g' et 
ip: GF id<£, alors les deux conditions de compatibilités sur <p, ip énoncées dans 
[1, 1.1.2] sont en fait équivalentes l'une à l'autre, et pour tout isomorphisme <p choisi, 
il existe un isomorphisme ip unique tel que lesdites conditions soient satisfaites. 

2. Catégories sur une autre 

Soit S une catégorie dans Univ, c'est donc un objet de Cat, et on peut considérer 
la catégorie Csk/g des « objets de Cat au-dessus de S ». Un objet de cette catégorie 
est donc un foncteur 

p: — > S 

On dit aussi que la catégorie munie d'un tel foncteur, est une catégorie au-dessus 
de S, ou une S -catégorie. On appellera donc <?-foncteur d'une catégorie & sur S 
dans une catégorie sur S , un foncteur 

tel que 

qf = p 
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où p et q sont les foncteurs-projection pour & resp. <ê . L'ensemble des (f-foncteurs 
/ de & dans <S est donc en correspondance biunivoque avec l'ensemble des flèches 

149 d'origine & et d'extrémité âf dans Cat/^, sans pourtant qu'on ait là une identité 
(puisque la donnée d'un / comme dessus ne détermine pas & et <S en tant que 
catégories sur é>) ; mais bien entendu, comme dans toute autre catégorie fê/s, on fera 
couramment l'abus de langage consistant à identifier les S -foncteurs (au sens explicité 
plus haut) à des flèches dans une catégorie Cak/g. 

On désignera par 

l'ensemble des (^-foncteurs de & dans 'S . Bien entendu, un composé de (^-foncteurs 
est un (o'-foncteur (la composition en question correspondant par définition à la com- 
position des flèches dans Cat/g). 

Considérons maintenant deux ^-foncteurs 

f,g: ^ ^ôf 

et un homomorphisme de foncteurs : 

u: f — > g 

On dit que u est un S '-homomorphisme ou un « homomorphisme de S -joncteurs », si 
pour tout £ G Ob(J?), on a 

i( u (0) = id p(ç)' 

en paroles : posant S = = = qg(S,) £ Ob(<^), le morphisme 

dans r é est un ids-morphisme. (De façon générale, pour tout morphisme a: T — » S 
dans S ', et toute catégorie <é au-dessus de S , un morphisme v dans <S est appelé 
un a-morphisme si q(v) = a, q désignant le foncteur projection Sf — > S). Si on a 
un troisième ^-foncteur h: — > 5^ et un (^-homomorphisme v: g — > /i, alors vu 

150 est également un S -homomorphisme. Ainsi, les <£ -foncteurs de & dans et les ê- 
homomorphismes de tels, forment une sous- catégorie de la catégorie Hom(j?, âf ) de 
tous les foncteurs de & dans , qu'on appellera la catégorie des S 1 -foncteurs de & 
dans Sf et qu 'on notera 

Hom^_(#,^) 

C'est aussi la sous-catégorie noyau du couple de foncteurs 

R,S: Hom(J?, Sf) Hom(J?, S) , 

où i? est le foncteur constant défini par l'objet p de Hom(^/), et où S 1 est le 
foncteur / i— > ço / défini par q-.'é^S. 

Pour finir ces généralités, il reste à définir les accouplements naturels entre les 
catégories Hom^_(J,^) par composition de ^-foncteurs. En d'autres termes, on 
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veut définir un « foncteur composition » : 

(i) Hom^_ (J? cg) x Hom^/ (êf , J^) — > Hom^_ (^, ) 

lorsque J?, , sont trois catégories sur S, de telle façon que ce foncteur induise, 
pour les objets, l'application de composition (/, g) gf de <5?-foncteurs /: & — y êf 
et g: Sf — > . Pour ceci, rappelons qu'on définit un foncteur canonique : 

(ii) Hom(J? S?) x Hom(Sf , ) — ► Hom(^, JT) 

qui, pour les objets, n'est autre que l'application de composition (/, g) gf de 
foncteurs, et qui transforme une flèche (u,v), où 

u- f — ►/', v: g — y g' 

sont des flèches dans Hom(,i^,Sf) resp. dans Hom(^, Jf), en la flèche 

v*u: gf — > g'f 

définie par la relation : 151 

v * U (0 - «(/'(£)) • g(u(0) - g' («(0) • «(/(O) 
Il est bien connu que l'on obtient bien ainsi un homomorphisme de g/ dans g'f, et 
que (pour /, g et u, u variables) on obtient ainsi un foncteur (ii), i.e. qu'on a 

(I) id s *id/ = id s/ , 

(II) (v' * u) o (v * u) — (v' ov)* (u o u) 

Rappelons aussi qu'on a une formule d'associativité pour les accouplements canon- 
iques (ii), qui s'exprime d'une part par l'associativité (hg)f = h(gf) de la composition 
de foncteurs, et d'autre part par la formule 

(III) (w * v ) * u = w * (v * u) 

pour les produits de composition d'homomorphismes de foncteurs (où u: f — y f et 
v: 9 ~~ * #' son t comme dessus, et où on suppose donné de plus un homomorphisme 
w : h — > h' de foncteurs h, h': — > J^). Je dis maintenant que lorsque & ' , 'S sont des 
S* -catégories, le foncteur composition canonique (ii) induit un foncteur (i). Comme 
on sait déjà que le composé de deux S- foncteurs est un ^-foncteur, cela revient à dire 
que lorsque u: f — > /' et v: g — > g' sont des homomorphisraes de S -foncteurs, alors 
v * u: gf — » g'f est également un homomorphisme de S -foncteurs. Cela résulte en 
effet trivialement des définitions. Comme les accouplements (i) sont induits par les 
accouplements (ii), ils satisfont à la même propriété d'associativité, exprimée aussi 
dans les formules (hg)f — h(gf) et (tu * v) * u = w * (v * u) pour des <S"-foncteurs et 
des d?-homomorphismes de S -foncteurs. 

Pour compléter le formulaire (I) , (II) , (III) , rappelons aussi les formules : 

(IV) v * id = v et id^> * u = u, 

où pour simplifier on écrit v * f ou u * g au lieu de v * u, lorsque u resp. v est 152 
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l'automorphisme identique de / resp. g. 

De la définition des accouplements (i) résulte que Hom^/ (J?, êf) est un foncteur 
en & , 'é ' , de la catégorie produit Cat/^° x Cat /g dans la catégorie Cat. Si en effet 
g: S? — > &i est un (^-foncteur, i.c. un objet de Hom^_(ï,?i), alors faisant dans (i) 
= èfi, il lui correspond un foncteur 

On définit de la façon analogue, pour un «f-foncteur / : ^ ^, un foncteur 

/* : Hom^^ï) — Honv/.^i.Sf) 

Pour abréger, on désigne ces foncteurs aussi par les siglcs / hjo / resp. g g ° f 
(qui désignent seulement, en fait, les applications correspondantes sur les ensembles 
d'objets). 11 résulte de la propriété d'associativité indiquée plus haut que de cette 
façon, on obtient bien comme annoncé un foncteur Cat"^ x Cat/^ — ► Cat. 



3. Changement de base dans les catégories sur S 

Comme dans Cat les limites projectives (relativement à des catégories J' éléments 
de Univ) existent, il en est de même dans Cat /g, en particulier les produits cartésiens 
y existent, qui s'interprètent comme des produits nbrés dans Cat. Conformément aux 
notations générales, si & et Sf sont des catégories au-dessus de S ', on désigne par 

leur produit dans Cat /g, i.e. leur produit fibre au-dessus de S dans Cat, en tant que 
catégorie au-dessus de S. Ainsi, & Xg<S est muni de deux S -foncteurs pr : et pr 2 , qui 
définissent, pour toute catégorie au-dessus de <§ , une bijection 

Homg(Jf,,^ Xg&) Romg(Jf,^) x Honv(JT,S?). 

Cette bijection provient d'ailleurs d'un isomorphisme de catégories 

Hom^_(Jf / x^) A Hom^_(Jf x Hom^_(Jf 

en prenant les ensembles d'objets des deux membres, où le foncteur écrit est celui qui 
a pour composantes les foncteurs h i— > pr : o h et h i— > pr 2 o h du premier membre 
dans les deux facteurs du second. On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'on obtient 
bien ainsi un isomorphisme (le fait analogue étant vrai, plus généralement, chaque 
fois qu'on a une limite projective de catégories — et non seulement dans le cas d'un 
produit fibré). 

Rappelons d'ailleurs qu'on a (comme il a été dit dans le N° 1) : 

Ob(J? xg 9) = Ob(J?) x 0b (*) Ob(6f) 
F1(J? x g c S) = Fl(i^) x F1{ g } Fl(Sf), 

la composition des flèches se faisant d'ailleurs composante par composante. 
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Dans la suite, nous considérons un foncteur 

A: S' — >S 

et pour toute catégorie & au-dessus de on considère & Xgê' comme une catégorie 
au-dessus de S" grâce à pr 2 ; en d'autres termes, nous interprétons l'opération « produit 
fibré » comme une opération « changement de base », le foncteur À: S 1 — » S prenant 
le nom de « foncteur de changement de base » . Conformément aux faits généraux bien 
connus, on obtient ainsi un foncteur, dit joncteur changement de base pour A : 154 

A* : Cat jg — ► Cat igi , 

(adjoint du foncteur « restriction de la base » qui, à toute catégorie au-dessus 
de S", de foncteur projection p', associe considéré comme catégorie au-dessus 
de S par le foncteur p = Xp'). Comme il est bien connu dans le cas général d'un 
foncteur changement de base dans une catégorie, le foncteur changement de base 
« commute aux limites projectives », et en particulier « transforme » produits fibrés 
sur S en produits fibrés sur S". 

Soient & et deux catégories au-dessus de é> , on va définir un isomorphisme 
canonique : 

(i) Hom f/ _(^',f)AHom^_(^ x g S'^) 

où = & x g s", y = <s xg s'. 

Pour ceci, considérons le foncteur 

pr i: <S' = S? XgS' — > &, 

et définissons (i) par 

F i — > prj o F, 

qui a priori désigne un foncteur 

(ii) Hom(^', y) — ► Hom(#',^) 

Il faut donc vérifier seulement que ce dernier induit un foncteur pour les sous- 
catégories (i), et que ce dernier est un isomorphisme. Que (ii) induise une bijection 

n.om gl/ _{&',&') Hom^_(# xg S" \<S) 

est la propriété caractéristique du foncteur changement de base. Il reste donc à prouver 155 
que si F, G sont des S '-foncteurs alors l'application 

u i — ► pr-L o u 

induit une bijection 

Hom^(F, G) —> Hom^(pr 1 o F, pr x o G). 
La vérification de ce fait est immédiate, et laissée au lecteur. 
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Il résulte de cet isomorphisme (i), et de la fin du numéro précédent, que 

Hom^ v _(# Xgê'^é Y. g S 1 ) 

'peut être considéré comme un joncteur en S' & , de la catégorie CeA,°g x CsA° g 
x Cat/g dans la catégorie Cat, isomorphe au foncteur défini par l'expression 
Hom|/_(^ xg S" ',&)■ En particulier, pour fixés, on obtient un foncteur en 

S", S 1 Hom r/ _(#',^') = Hom r/ _(# x s S' ,Sf xg S 1 ), et en particulier le 
(S'-foncteur de projection A: S' — » S définit un morphisme i.e. un foncteur 

Hom^_(#^)^Hom^_(#',^) 

que nous allons expliciter. Pour les ensembles d'objets des deux membres, c'est l'ap- 
plication 

qui exprime la dépendance fonctorielle de & xg <§' de l'objet & sur S. D'autre part, 
considérons deux ^-foncteurs 

/•//:' 

et un homomorphisme de ^-foncteurs 

u: f — > g, 

on va expliciter l' homomorphisme de <o"-foncteurs correspondant : 

u'-.f^g'. 

Pour tout 

ç! = {è,s')€Ob{&') 

avec 

Ç e Ob(^), S' e Ob(<?')> p(0 = A(S") = 5 

le morphisme 

«'(O : /'(O = S') — 9'iO = (9(0, S') dans Sf' 

est défini par la formule 

u'(O = («(0,ids') 
(ce qui est bien un 5'-morphisme dans car q(u(£)) = A(idg/) = ids). 
Considérons maintenant un (^-foncteur quelconque 

A' : S" — » «£" 

et le foncteur correspondant 

Honv v _(# x^ ,Sf x^ S') — ► Hom rv _(# x^ ^",Sf x^ <?"), 

je dis que ce foncteur n'est autre que le foncteur qu'on obtient par le procédé précédent, 
en partant de et < é' sur S" et en considérant S" comme une catégorie sur S", 
compte tenu des isomorphismes de « transitivité de changement de base » : 

xg, s" ^ = & x s g" et y * 8 ,g" -z+y" = <s* 8 g'\ 
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qui impliquent un isomorphisme canonique 

Hom f7 _(^' y.g, g", & y.g, S") Hom r/ _(^ <?",Sf <?") 

La vérification de cette compatibilité est immédiate, et laissée au lecteur. 157 

Les foncteurs qu'on vient de définir sont compatibles avec les accouplements définis 
au numéro précédent, de façon précise, si , ffî sont des catégories au-dessus de S 
et si on pose 

&' = &Y.gg', S?' = Sf X(f( f , Jif" = Jf y.gS', 
on a commutativité dans le diagramme de foncteurs suivant : 

Hom^/_ (JT, cg) x Hom^ / (Èf , JT) > Hom^_(^, ) 



Ajf ^ X A^ 



Hom f /_ (JT , 9') x Hom^/_ (Sf' , JT') > Hom^ 7 _ (&',J#") 

où les flèches horizontales sont les foncteurs-composition définis au numéro précédent. 
Cette commutativité s'exprime par les formules 

(.9/)' - 9'f 

pour / G Hom^(=^',^), g G Homg , Jtf 7 ) , (formule qui exprime simplement la fonc- 
torialité du changement de base), et la formule 

(v * ii)' = v * u 

lorsque u: f — ► /i est une flèche de Hom^/_(^,^) et v: g — » 51 une flèche 
de Hom^_(^, Jf). La vérification de cette formule résulte facilement des défini- 
tions. 

Dans la suite, nous nous intéresserons surtout à Homi(#,^) (et certaines sous- 
catégories remarquables de celle-ci) lorsque & = S, et introduisons pour cette raisons 
une notation spéciale : 

r(âf/<) = Homg {S, &), r(Sf/<?) = Ob(r(Sf /<?)) = Hom,? {S , Sf ). 



Remarques. Lorsque S est une catégorie ponctuelle, i.e. Ob(<?) et Fl(<?) réduits à 158 
un seul élément, ce qui signifie aussi que S est un objet final de la catégorie Cat, alors 
la donnée d'une catégorie sur S est équivalente à la donnée d'une catégorie tout court, 
(car il y aura un fonetcur unique de & dans S\ De façon plus précise, Cat/^ est 
alors isomorphe à Cat. De plus, les catégories Hom^_(^,ï) ne sont alors autres 
que les Hom(J,^). Rappelons alors que la formule fondamentale 

Hom(JÈ°,Hom(^,Sf)) Hom(j^ x JT.Sf) 

(isomorphisme fonctoriel en les trois arguments qui y figurent), permet d'interpréter 
Homf^,^) axiomatiquement, en termes internes à la catégorie Cat, de sorte que le 
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formulaire connu des catégories Hom apparaît comme un cas particulier d'un formu- 
laire valable dans les catégories telles que Cat, où des « objets Hom » (définis par la 
formule précédente) existent. Il y a une interprétation analogue de Hom,gy_(J^,Sf) 
lorsqu'on suppose à nouveau S quelconque, par la formule 

Hom^Honv/.O^ê?)) Horm? x 3tf 

(isomorphisme fonctoriel en les trois arguments). De cette façon, les propriétés 
formelles exposées dans les N° 2, 3 sont des cas particuliers de résultats plus généraux, 
valables dans les catégories où les objets Hom^/_(^,^) (lorsque sont deux 

objets de la catégorie au-dessus d'un troisième S') existent. 

4. Catégories-fibres; équivalence de S -catégories 

Soit & une catégorie sur S, et soit S G Ob(<?). On appelle catégorie- fibre de & 
159 en S la sous-catégorie de & image réciproque de la sous-catégorie ponctuelle de S 
définie par S. Donc les objets de &s sont les objets £ de & tels que = S, ses 
morphismes sont les morphismes u de & tels que p(u) = idg, i.e. les S*- morphismes 
dans & . Bien entendu, J^s est canoniquement isomorphe au produit fibre & xg {S}, 
où {S} désigne la sous-catégorie ponctuelle de S définie par S, munie de son foncteur 
d'inclusion dans S . Il en résulte (compte tenu de la transitivité du changement de 
base) que si on fait le changement de base A: S' — > S, alors pour tout 5" S Ob(<£"), 
la projection pr 1 : = & x g S 1 — > & induit un isomorphisme 

&' s . — > (où S = X(S')). 

Proposition 4.1. — Soit f: & — ► Çf un S -joncteur. Si f est pleinement fidèle, alors 
pour tout changement de base S' — » S , le joncteur correspondant f : — & x g S' — > 
<é' = Sf xg S 1 est pleinement fidèle. 

La vérification est immédiate ; plus généralement, on peut montrer que toute limite 
projective de foncteurs pleinement fidèles (ici, / et les foncteurs identiques dans S 1 S") 
est un foncteur pleinement fidèle. 

On notera que l'assertion analogue à 4.1, où « pleinement fidèle » est remplacée par 
« équivalence de catégories », est fausse, déjà pour 'é = S . Cependant : 

Proposition 4.2 . — Soit f : & — ► Sf un S '-Joncteur. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) Il existe un S -foncteur g : Sf — ► & et des S -isomorphismes 

(ii) Pout toute catégorie S' sur S le foncteur 

f = f xg <g": = & Xg ê' — > 9' = & xg S' 
est une équivalence de catégories. 
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(iii) / est une équivalence de catégories, et pout tout S G Ob(<#), le fondeur 
fs '■ — * &s induit par f est une équivalence de catégories. 

(iii bis) / est pleinement fidèle, et pour tout S G Oh(S') et tout r\ G Ob(^s), il 
existe un £ G Ob(^g) et un S-isomorphisme u: /(£) — » 77. 

Démonstration. — Evidemment (i) implique que / est une équivalence de catégories 
(notion qui se définit par la même condition, mais où les isomorphismes de foncteurs 
ne sont pas astreints à être des <f-morphismes). D'autre part, il résulte des foncto- 
rialités du numéro précédent que la condition (i) est conservée après changement de 
base S" — > S. Il s'ensuit que (i)=>(ii). Évidemment (ii)=>(iii), car il suffit de faire 
S" = S et S' = {S}. Il est encore plus trivial que (iii)=>(iii bis), reste à prouver que 
(iii bis)=>(i). Pour ceci, choisissons pour tout 77 G Ob(Sf) un g(rj) G Ob(^) et un 
isomorphisme u{rf): f(g(r))) — > n qui soit tel que q(u(j])) — ids, où S = q{rj). C'est 
possible grâce à la deuxième condition (iii bis). Comme il est connu et immédiat, le 
fait que / est pleinement fidèle implique que g peut de façon unique être considéré 
comme un foncteur de 'S dans de façon que les u(t]) définissent un homomorphisme 
(donc un isomorphisme) fonctoriel u: fg — ► id#. De plus, par construction g est un 
<^-foncteur et u un (f-homomorphisme. Aux données précédentes correspond alors un 
isomorphisme fonctoriel v: gf — > idjs-, défini par la condition que / * v — u * /, et on 
constate tout de suite que c'est également un <?-morphisme, cqfd. 

Définition 4.3. — Si les conditions précédentes sont vérifiées, on dit que / est une 
équivalence de catégories sur S , ou une ê -équivalence. 

Corollaire 4.4 . — Supposons que le Joncteur projection p: & — » S soit un foncteur 
transportable, i.e. que pour tout isomorphisme a: T — > S dans S et tout objet £ 
dans &t, il existe un isomorphisme u dans & de source £ tel que p(u) = a. Alors tout 
S -foncteur f : & — > 'é qui est une équivalence de catégories, est une S -équivalence. 

Résulte du critère (iii bis). 

Corollaire 4.5. — Soit f : & — > 'S une S -équivalence. Alors pour toute catégorie 
sur S , les foncteurs correspondants : 

lîomg J4?) — ► Hom^_(^,Jf) 
Hom^_(Jf,J?) — » Hom,/_(jr,Sf) 

{cf. N° 2) sont des équivalences de catégories. 

Cela résulte du critère (i) par le raisonnement habituel. 
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5. Morphismes cartésiens, images inverses, foncteurs cartésiens 

Soit & une catégorie sur S , de foncteur-projection p. 
Définition 5.1 . — Considérons un morphisme 

a:t] — ► £ 

dans ^ , et soient 

S=p(0, T = p(rj), f = p(a). 
On dit que a est un morphisme cartésien si pour tout rf G Ob(^T) et tout /- 
morphisme it : j/ — > £, il existe un T- morphisme unique û: rj — > 77 tel que u = aoû. 

Cela signifie donc que pour tout rf G Ob(^r), l'application v ^ a o v : 
(i) Hom T (ï]',î]) — > Hom/ (j/ , £) 

est bijective. Cela signifie aussi que le couple (77, a) représente le foncteur en 77' 
— * Ens du deuxième membre. Si pour un morphisme /: T — » S dans ê donné, 
162 et un £ S Ob(J^s) donné, il existe un tel couple (77, a), i.e. un morphisme cartésien a 
dans de but £, tel que p(a) = /, alors 77 est déterminé dans &t à isomorphisme 
unique près. On dit alors que l'image inverse de £ par f existe, et un objet rj de #t 
muni d'un /-morphisme cartésien a : rj — > £ est appelé une image inverse de £ par /. 
Souvent on suppose choisie une telle image inverse chaque fois qu'elle existe (J? étant 
fixé) ; on notera alors l'image inverse par des symboles tels que ou simple- 

ment /*(£) ou £ x 5 T lorsque ces notations n'entraînent pas de confusions; le mor- 
phisme canonique a: rj — > £ sera alors noté, dans ce qui suit, par «/(£). Si pour tout 
£ G Ob(^g), l'image inverse de £ par / existe, on dira aussi que le foncteur image 
inverse par f dans & existe, et /*(£) devient alors un foncteur covariant en £, de &s 
dans J^r- Ceci provient du fait que le deuxième membre dans (i) dépend de façon 
covariante de £, i.e. de façon précise désigne un foncteur de x dans Ens. Cette 
dépendance fonctorielle pour /*(£) s'explicite ainsi : considérons des /-morphismes 
cartésiens 

a : n — ► £, a 1 : rj' — ► £' 
et un S 1 - morphisme A: £ — > £', alors il existe un T-morphisme et un seul ji: 77 — > 77' tel 
que l'on ait 

et ji = \a 

(comme il résulte du fait que a' est cartésien). 

Notons aussi le fait immédiat suivant : considérons un diagramme commutatif 




163 dans & ', où a et a' sont des /-morphismes, et A un S'-isomorphisme, ji un T- 
isomorphisme. Pour que a soit cartésien, il faut et il suffit que a' le soit. 
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Définition 5.2 . — Un (^-foncteur F: & — > èf est appelé un joncteur cartésien 
s'il transforme morphismes cartésiens en morphismes cartésiens. On désigne par 
Hom ca jt(J',!?) la sous-catégorie pleine de Hom^f^^) formée des foncteurs 
cartésiens. 

Par exemple, considérant S comme une catégorie sur S grâce au foncteur identique, 
tout morphisme de S est cartésien, donc un foncteur cartésien de S dans & est un 
foncteur section F ': S — > qui transforme tout morphisme de en un morphisme 
cartésien ; un tel foncteur s'appelle une section cartésienne de & sur S . 

Proposition 5.3 . (i) Un foncteur F: & — > Sf çto est une S -équivalence, est un 
foncteur cartésien, (ii) Soient F, G deux S -foncteurs isomorphes & — > ^ '. Si Z'im 
est cartésien, Vautre l'est, (iii) Le composé de deux foncteurs cartésiens & — ► et 
S? — > est un foncteur cartésien. 

L'assertion (iii) est triviale sur la définition, (ii) résulte de la remarque précé- 
dant 5.2, (i) résulte facilement de la définition et du critère 4.2 (iii) ; plus précisément, 
un morphisme a dans & est cartésien si et seulement si F (a) l'est. 

Corollaire 5.4. — Soit F: & — > âf une S -équivalence. Alors pour toute catégorie Jif 
sur S, les foncteurs correspondants G i— ► GoF et G i— ► FoG induisent des équivalences 
de catégories : 

Hom cart (^,^f) — -^-> Hom cart (^,o5f) 
Hom cart (Jf,^) -^Hom cart (Jf,âf) 

Cela se déduit de la façon habituelle de 4.2 critère (i) et de 5.3 (i) (ii) (iii). On peut 164 
préciser que le S -foncteur G: r é^>.^ est cartésien si et seulement si G o F l 'est, et 
de même un S -foncteur G: Jif — > & est cartésien si et seulement si F o G l'est. 

Il résulte de 5.4 (iii) que si on considère la sous-catégorie CatyJ* de Cat /g dont les 
objets sont les mêmes que ceux de Cat /g, et dont les morphismes sont les foncteurs 
cartésiens alors on a comme au N° 2 des accouplements : 

Hom cart (j^,âf) x Hom cart (Sf,^) — ^ Hom cart (^,^) 

induits par ceux du N° 2, permettant de considérer Hom cart (jF, Sf) comme un fonc- 
teur en & ', de la catégorie ^Cat/J*^ x Cat/"* dans Cat. Nous aurons besoin de 
cette remarque surtout pour le cas où & — & : 

Définition 5.5. — Soit & une catégorie sur S '. On désigne par 

LimJ?/^ 

la catégorie des (^-foncteurs cartésiens S — * & , i.e. des sections cartésiennes de & 
sur 
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D'après ce qu'on vient de dire, Lim J?/d> est un foncteur en de la catégorie 
Cat/J* dans la catégorie Cat. 

Nous verrons plus bas les relations entre cette opération Lim et la notion de limite 
projective de catégories, ainsi que de nombreux exemples. 

6. Catégories fibrées et catégories préfibrées. Produits et changement de 
base dans icelles 

Définition 6.1. — Une catégorie & sur S est appelée une catégorie fibrée (et on dit 
alors que le foncteur & — > S est fibrant) si elle satisfait les deux axiomes suivants : 

165 - Fibi Pour tout morphismc /: T — » S dans S, le foncteur image inverse par / 
dans & existe. 

- Fibn Le composé de deux morphismes cartésiens est cartésien. 

Une catégorie & sur S satisfaisant la condition Fibi est appelée une catégorie préfibrée 
sur S. 

Si & est une catégorie fibrée (resp. préfibrée) sur S, une sous-catégorie <ê de & 
est appelée une sous- catégorie fibrée (resp. une sous- catégorie "préfibrée) si c'est une 
catégorie fibrée (resp. préfibrée) sur ê , et si de plus le foncteur d'inclusion est cartésien. 
Si par exemple est une sous-catégorie pleine de J?, on voit que cela signifie que pour 
tout morphisme / : T — > S dans S et pour tout £ G Ob(Sfs), est T-isomorphc 

à un objet de ^r- Un autre cas intéressant est le suivant : & étant une catégorie 
fibrée sur S, considérons la sous-catégorie 5? de & ayant mêmes objets, et dont les 
morphismes sont les morphismes cartésiens de & ; en particulier les morphismes de 
sont les isomorphismes de On voit de suite que c'est bien une sous-catégorie fibrée 
de car dans la bijection 

Hom T (?7',ry) Hom/ (?/,£) 

relative à un /-morphisme cartésien a dans aux T-isomorphismes du premier 
membre correspondent les morphismes cartésiens du second. Par définition, les sec- 
tions cartésiennes S — » & correspondent alors biunivoquement aux <?-foncteurs quel- 
conques S — > Sf (mais on notera que le foncteur naturel 

Hom^/_(^,Sf) — » Hom cart (^) = Um.{&/g) 

est fidèle, mais en général n'est pas pleinement fidèle, i.e. n'est pas un isomorphisme) . 

Remarques . — Soit & une catégorie sur ê . Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : (i) Tous les morphismes de & sont cartésiens (ii) & est une catégorie fibrée 
sur S, et les &s son t des groupoïdes (i.e. tout morphisme dans J^s est un isomor- 

166 phisme). On dit alors que & est une catégorie fibrée en groupoïdes sur ê. Ce sont elles 
qu'on rencontre surtout en « théorie des modules ». Si S est un groupoïde, on montre 
que les conditions (i) et (ii) équivalent aussi à la suivante : (iii) & est un groupoïde, 
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et le foncteur projection p: & — > S est transportable (cf. 4.4). Par exemple, si S et 
& sont des groupoïdes tels que Ob(<£") et Ob(^") soient réduits à un point, de sorte 
que ê et & sont définis, à isomorphisme près, par des groupes E et F, et le foncteur 
p: & — ► S est défini par un homomorphisme de groupes p: F — > E 1 , alors J^" est fibre 
sur <f si et seulement si p est surjectif, i.e. si p définit une extension du groupe E par 
le groupe G = Kerp. 

Proposition 6.2. Soit F: & — > Sf «ne # -équivalence. Pour que & soit une catégorie 
fibrée (resp. préfibrée) sur S ', il faut et il suffit que <é le soit. 

Résulte facilement des définitions et de la remarque signalée plus haut qu'un mor- 
phisme a dans & est cartésien si et seulement si F(a) l'est. 

Proposition 6.3 . — Soient & 2 deux catégories sur S, et soit a = (ai,a 2 ) un 
morphisme dans & = &\ Xg & 2 . Pour que a soit cartésien, il faut et il suffit que ses 
composantes le soient. 

Soit en effet & le but et rji la source de cti, et soit f:T^S\e morphisme de S 
tel que ct\ et a 2 soient des /-morphismes. Pour tout rj' = (rii,rj 2 ) dans J^r, on a un 
diagramme commutatif 

Hom T (77',77) ►Hom/(j/,£) 

Hom T (?7i,77i) x Hom T (??2,î?2) ► Hom/(jj' 1 , £i) x Rom f (rj 2 , £, 2 ) 

où les flèches verticales sont des bijections. Donc si l'une des flèches horizontales est 
une bijection, il en est de même de l'autre. Cela montre déjà que si ai, a 2 sont 
cartésiens (donc la deuxième flèche horizontale bijective) alors a l'est. La réciproque 
se voit en faisant dans le diagramme ci-dessus rj[ — rji d'où Hom-r(ï^, rji) ^ 0, d'abord 
pour i = 2 ce qui prouve que ai est cartésien, puis pour i = 1 ce qui prouve que a 2 
est cartésien. 

Corollaire 6.4. — Soit & = & x Xg & 2 , et soit F = (F 1 ,F 2 ) un S -foncteur <S -> 167 
Pour que F soit cartésien, il faut et il suffit que F\ et F 2 le soient. On obtient ainsi 
un isomorphisme de catégories 

Hom cart (^, J?r Xg& 2 ) Honwt^,^) x Hom cart (*,^) 

et en particulier (faisant <é = S) un isomorphisme de catégories 

Lim(^i Xg & 2 /g) Lim ^/g) x Um{,^ 2 /S) 

Corollaire 6.5 . — Soient &\ et ,^ 2 deux catégories fibrées (resp. préfibrées) au-dessus 
de S, alors leur produit fibré & = &\ Xg& 2 est une catégorie fibrée (resp. préfibrée) 
sur S. 
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Ces résultats s'étendent d'ailleurs au cas du produit fibré d'une famille quelconque 
de catégories sur S. 

Proposition 6.6. — Soient & une catégorie sur S , de joncteur-projection p, et soit 
A : S" — ► S un joncteur, considérons = & X g ê' comme une catégorie sur S' par 
le foncteur-projection p' = p xg idgi. Soit a' un morphisme de , pour que a' soit 
un morphisme cartésien, il faut et il suffit que son image a dans le soit. 

La démonstration est immédiate et laissée au lecteur. 

Corollaire 6.7. — Pour tout fondeur cartésien F: — ► Sf de catégories sur S , le 
fondeur F' = F Xg S" de = & Xg S' dans <S' = <S Xg S' est cartésien. 

Par suite, le fonctcur Hom^(#,^) — ► Hom^(^',^') considéré dans le N° 3 
induit un foncteur 

Hom cart (^,âf) — > Hom cart (^',»'); 
en d'autres termes, pour <S fixés, on peut considérer 

168 comme un foncteur en S", de la catégorie C&t/g° dans Cat. Si on laisse varier égale- 
ment Çf, on trouve un fonctcur de la catégorie Cat /g° x (Cat/J rt )° x Cat/J* 
dans Cat. Lorsqu'on tient compte de l'isomorphisme 

Hom^^'.Sf') ^ Hom^J Xg ê' \<S) 

envisagé au N° 3, alors les <o"-foncteurs cartésiens de dans C S I correspondent aux ê- 
fonetcurs J£" XgS' — > qui transforment tout morphisme dont la première projection 
est un morphisme cartésien de en un morphisme cartésien de <S . Faisant & = S, 
on trouve (après changement de notation) : 

Corollaire 6.8 . — Lim (^"' / S") est isomorphe à la sous-catégorie pleine de 
Hom^_(^',#) formée des S -fondeurs S 1 — » & qui transforment morphismes 
quelconques en morphismes cartésiens. En particulier, si & est une catégorie fibrée et 
si & est la sous-catégorie de & dont les morphismes sont les morphismes cartésiens 
de & ' , alors on a une bijedion 

ObLim^'/^') Hom #/ _(^',J). 

Cela précise la façon dont l'expression Lim (^" Xgê"/ S") doit être considérée comme 
un foncteur en S" et en de la catégorie Cat/g° x Cat/J* dans la catégorie Cat. 
On verra ultérieurement une dépendance fonctorielle plus complète par rapport à é" , 
lorsque & est astreint à être une catégorie fibrée. 

Corollaire 6.9. — Soit & une catégorie fibrée (resp. préfibrée) sur S , alors 
= Xg S 1 est une catégorie fibrée (resp. préfibrée) sur <§" . 
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Proposition 6.10. — Soient & ', Sf des catégories préfibrées sur S ' , F un S -joncteur 
cartésien de & dans âf . Pour que F soit fidèle, (resp. pleinement fidèle, resp. une 169 
S -équivalence) il faut et il suffit que pour tout S G Ob(S'), le fondeur induit 
Fs : &S — > soit fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence). 

Démonstration immédiate à partir des définitions. 

Pour finir ce numéro, nous donnons quelques propriétés des catégories fibrées, util- 
isant l'axiome Fibn. 

Proposition 6.11. — Soit & une catégorie préfibrée sur S . Pour que & soit fibrée, il 
faut et il suffit qu'elle satisfasse la condition suivante : 

Fibjj : Soit a: r/ — ► £ un morphisme cartésien dans & au-dessus du morphisme 
f ' : T — ► S de S . Pour tout morphisme g: U — » T dans S, et tout Ç G Oh(^u), 
l 'application u i— > a o u : 

Hom 3 (C,ï?) — > Hom /s (C,0 

est bijective. 

En d'autres termes, dans une catégorie fibrée sur S , les diagrammes cartésiens 
sont caractérisés par une propriété, plus forte a priori que celle de la définition (qu'on 
obtient en faisant g = idr dans l'énoncé qui précède). 

Corollaire 6.12. — Soient & une catégorie sur S ' , a un morphisme dans & '. Pour 
que a soit un isomorphisme, il faut que p(a) = f soit un isomorphisme et que a soit 
cartésien; la réciproque est vraie si & est fibrée sur S . 

En effet, si a est un isomorphisme il en est évidemment de même de / = p(a) ; 
pour tout rf G Ob(^r), l'application aou 

Hom(ï/ ,77) — ► Hom(?/,£) 

est bijective ; comme / est un isomorphisme, on voit de suite qu'un élément du premier 
membre est un T-morphisme si et seulement si son image dans le second est un /- 
morphisme, donc on obtient ainsi une bijection 

Hom-rtV ,77) — ► Hom/(ï7 ,£) 

ce qui prouve la première assertion. Réciproquement, supposons que / soit un iso- 170 
morphisme et que a satisfasse la condition énoncée dans Fibn' (ce qui signifie donc, 
lorsque & est fibrée sur é>, que a est cartésien), alors on voit tout de suite que pour 
tout ( G Ob^", l'application unaonde Hom((,r]) dans Hom(^,^) est bijective, 
donc a est un isomorphisme. 

Corollaire 6.13. — Soient a: rj — > £ et [3: Q — > r\ deux morphismes composables dans 
la catégorie & fibrée sur S . Si a est cartésien alors (3 l'est si et seulement si af3 l'est. 

On utilise la définition des morphismes cartésiens sous la forme renforcée de 6.11. 
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7. Catégories clivées sur S 

Définition 7.1. — Soit & une catégorie sur S . On appelle clivage de & sur ê une 
fonction qui attache à tout / G Fl(<?) un fonctcur image inverse pour / dans & , 
soit /*. Le clivage est dit normalisé si / = idg implique /* = idj? s . On appelle 
catégorie clivée (resp. catégorie clivée normalisée) une catégorie & sur ê munie d'un 
clivage (resp. d'un clivage normalisé). 

Il est évident que & admet un clivage si et seulement si & est préfibrée sur ê, et 
alors & admet un clivage normalisé. L'ensemble des clivages sur & est en correspon- 
dance biunivoque avec l'ensemble des parties K de Fl(^) satisfaisant les conditions 
suivantes : 

a) Les a £ K sont des morphismes cartésiens. 

b) Pour tout morphisme / : T — » S dans S et tout £ G Ob(<^g), il existe un 
/-morphisme unique dans K, de but £. 

Pour que le clivage défini par K soit normalisé, il faut et il suffit que K satisfasse 
de plus la condition 

c) Les morphismes identiques dans & appartiennent à K. 

Les morphismes éléments de K pourront être appelés les « morphismes de trans- 
port » pour le clivage envisagé. 

La notion d'isomorphisme de catégories clivées sur <S est claire. Plus générale- 
ment, on peut définir les morphismes de (^-catégories clivées comme les foncteurs 
de (^-catégories & — > qui appliquent morphismes de transport en morphismes de 
transport. (Ce sont en particulier des foncteurs cartésiens). De cette façon les caté- 
gories clivées sur ê sont les objets d'une catégorie, la catégorie des catégories clivées 
sur S '. Le lecteur explicitera l'existence de produits, liée au fait que si une catégorie 
sur S est produit de catégories ^ sur S munies chacune d'un clivage, alors & est 
muni d'un clivage naturel correspondant. On laisse également au lecteur d'expliciter 
la notion de changement de base dans les catégories clivées. 

Nous désignerons par Q/(£) le morphisme canonique 

«/(£): /*(£)—£■ 
Il est, on l'a dit, fonctoriel en £, i.e. on a un homomorphisme fonctoricl 

«/: irf* — > is, 
où pour tout S G Ob(S'), is désigne le foncteur d'inclusion 

Considérons maintenant des morphismes 
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dans S ', et soit £ G Ob(^s), il existe alors un unique [7-morphisme 

c/, s (0:<77*(0^(/<7)*(0 
rendant commutatif le diagramme 
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/*(0<- 



(/s)*(0 



(en vertu de la définition de (/ff) *(£))■ Pour £ variable, cet homomorphisme est fonc- 
toriel, i.e. : on a un homomorphisme 

de foncteurs J?s — » ,^y. Notons tout de suite : 

Proposition 7.2. — Pour gîte /a catégorie clivée & sur S soit fibrée, il faut et il suffit 
que les Cf^ g soient des isomorphismes. 

On en conclut, prenant pour / un isomorphisme, pour g son inverse, et en consid- 
érant les isomorphismes c/ j9 et c g j : 

Corollaire 7.3. — Si & est une catégorie fibrée clivée sur S , alors pour tout isomor- 
phisme f: T — » S dans S ', f* est une équivalence de catégories —* &t- 



Proposition 7.4. 

A) 



Soit & une catégorie clivée sur S . On a 

c fM T (0 = «idT (/*(£)) 

Cid s ,/(0 = /*(«id s (0) 

B) c f , gh (0 ■ c gth (f*(0) = c fg , h (0 ■ h*(c f JO) 
(Dans ces formules, f,g, h désignent des morphismes 

V — >U — >T — >S 

et £ un objet de J^s). 

La première et seconde relation, dans le cas d'un clivage normalisé, prennent la 
forme plus simple 

A') c /;idT = idf,, c idsJ = id/.. 

Quant à la troisième, elle se visualise par la commutativité du diagramme 
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(D) 



h*g*f*(0 ■ 
h*(fgr(0 



c fgAO 
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Dans le cas des catégories fibrées (où les c/ j9 sont des isomorphismes), cette commu- 
tativité peut s'exprimer intuitivement par le fait que l'utilisation successive des iso- 
morphismes de la forme c/. g ne conduit pas à des « identifications contradictoires ». 
On peut écrire également cette formule sans argument £, par l'utilisation du produit 
de convolution d'homomorphismes de foncteurs : 

Cfg, h O (h* * Cf,g) = Cf,g h O (Cg, h * f ) ■ 

La démonstration des deux premières formules 7.4 est triviale, esquissons celle de la 
troisième. Pour ceci, considérons, en plus du carré (D), le carré d'homomorphismes : 



<*»(/* (0) 

g* no > no 



qui est commutatif par définition de c/ ;S (£). Considérons le diagramme obtenu en 
joignant les sommets de (D) aux sommets correspondants de (D') par les homomor- 
phismes de la forme a : 

a h (9*no), <* gh (no) 

Les quatre faces latérales du cube ainsi obtenu sont également commutatives : pour 
celle de gauche, cela provient du fait que la colonne gauche de (D) se déduit de la 
colonne gauche de (D') par application de h, et que ah est un homomorphisme fonc- 
toriel ; pour les trois autres, ce n'est autre que la définition des opérations c des trois 
côtés restants de (D). Ainsi les cinq faces du cube autres que la face supérieure sont 
commutatives. Il en résulte que les deux (/g/i)-morphismes h*g*f*(0 — > (fgh)*(£) 
définis par (D) ont un même composé avec Oif g h{C)'- (fgh)*(0 — > Ci donc ils sont 
égaux par définition de (fgh)*. 

Bornons-nous pour la suite aux catégories clivées normalisées. Une telle catégorie 
donne naissance aux objets suivants : 

a) Une application S \— ► de Ob(<f) dans Cat. 

b) Une application / /*, associant à toute / G Fl(<?), de source T et de but S*, 
un foncteur /* : J^g — > 

c) Une application (/, g) \—> Cf i3 , associant à tout couple de flèches (/, g) de S, un 
homomorphisme fonctoriel c/ ;£) : g* /* — » (fg)*- 

D'ailleurs ces données satisfont aux conditions exprimées dans les formules A') 
et B) données plus haut. (N.B. Si on ne s'était pas borné au cas d'un clivage normalisé, 
il aurait fallu introduire un objet supplémentaire, savoir une fonction S i— ► as qui 
associe à tout objet S de S un homomorphisme fonctoriel as ■ (ids)* — ► idjr s ; la 
condition A 1 ) se remplacerait alors par la condition A)). 

Nous allons montrer maintenant comment on peut reconstituer (à isomorphisme 
unique près) la catégorie clivée normalisée & sur S à l'aide des objets précédents. 
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8. Catégorie clivée définie par un pseudo-foncteur <S° — > Cat 

Appelons, pour abréger, pseudo-foncteur de S° dans Cat (il faudrait dire, pseudo- 
foncteur normalisé), un ensemble de données a), b), c) comme ci-dessus, satisfaisant 
les conditions A') et B). Au numéro précédent, nous avons associé, à une catégorie 
clivée normalisée sur S ', un pseudo-foncteur S° — ► Cat, ici nous allons indiquer la 
construction inverse. Nous laisserons au lecteur la vérification de la plupart des détails, 
ainsi que du fait que ces constructions sont bien « inverses » l'une de l'autre. De façon 
précise, il y aurait lieu de considérer les pseudo-foncteurs S° — » Cat comme les 
objets d'une nouvelle catégorie, et de montrer que nos constructions fournissent des 
équivalences, quasi-inverses l'une de l'autre, entre cette dernière et la catégorie des 
catégories clivées au-dessus de ê, définie au numéro précédent. 

On pose 

&o= U 0b (^(S)), 

ensemble somme des ensembles Ob(^(S)) (N.B. nous noterons ici ^(S) et non &s 
la valeur en l'objet S de S du pseudo-foncteur donné, pour éviter des confusions de 
notation par la suite). On a donc une application évidente : 

Po : &o — ► Ob S. 

Soient 

|=(S,0. V=(T,V) (avec£eOb^(S), e ObJ^(T)) 

deux éléments de & , et soit / G Hom(T, 5*), on posera 

/ l/ (^Ô = Hom^ (T) (r ? ,r(0). 

Si on a de plus un morphisme g: U — » T dans S, et un C S Ob&(U), on définit une 176 
application, notée (u, v) i— > u o v : 

h f {rj,l) x h g (£,ri) — ^ h fg (Ç,Ç), 

i.c. une application 

Ho mjr(T) (77, /*(£)) x Rom^ (u) (C,g*(v)) — » Hom #(t7) (C, 
par la formule 

uow = C /, 9 (C) • u, 

i.e. u o v est le composé de la séquence 

C s» sT (0 (/s)* (0- 

On posera d'autre part 

/GHom(T,S) 
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et les accouplements précédents définissent des accouplements 

h(r],0 x h(C,v) ^ h(U), 
tandis que la définition des h(rj,Ç) implique une application évidente : 

fcfàÉ) — *Hom(T,S). 
Ceci dit, on vérifie les points suivants : 

177 f) La composition entre éléments des h(rj,Ç) est associative. 

2) Pour tout £ = (£, S) dans considérons l'élément identité de 

hid s (ï,T) = Homjr (s) (ids(0,0 = Hom^(s) (£,£)> 
et son image dans £)■ Cet objet est une unité à gauche et à droite pour la com- 
position entre éléments des h(rj,^). 

Cela montre déjà que l'on obtient une catégorie en posant 

(N.B. on ne peut prendre simplement pour Fl^F la réunion des ensembles /i(»7, £), car 
ces derniers ne sont pas nécessairement disjoints). De plus : 

3) Les applications p : Ob & -> Ob ^ et pi = (p^) : Fl -> Fl définissent 
un joncteur p: & — > De cette façon, ^ devient une catégorie sur (f, de plus 
l'application évidente hf(jj,Ç) — » Hom(^,() induit une bijection 

hfiv,l) Hom/(^,Ô. 

4) Les applications évidentes 

Ob^(S) — > J^c - Ob Fl^(S) — » F1J? 

où la deuxième est définie par les applications évidentes 

Hom #(s) (É,0 = /i ids — Hom(ê,ë') 

définissent un isomorphisme 

% S : &(S)^&s- 

5) Pour tout objet £ = (S, £) de J?, et tout morphisme / : T — » S 1 de considérons 

178 l'élément rj = (T,n) de J^t, avec n = /*(£), et l'élément a/(£) de Hom(7y, £), image 
de id/* (ç) par le morphisme Hoiri^T) (/*(£), /* (£)) = ~~ * Hom/(^, £). Ce£ e/é- 
merîi esi cartésien, et c'est l'identité dans Ç si f = ids, en d'autres termes, l'ensemble 
des a/ (£) définit un clivage normalisé de & sur S '. De plus, par construction, on a 
commutativité dans le diagramme de foncteurs 



is 



& S — ) & T 
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où /Jr est le foncteur image inverse par /, relatif au clivage considéré sur Enfin : 
6) les homomorphismes c/ i9 donnés avec le pseudo-foncteur sont transformés, par 
les isomorphismes is, en les homomorphismes fonctoriels c/ j9 associés au clivage de & . 

Nous nous bornons à donner la vérification de 1) (qui est, si possible, moins triviale 
que les autres). Il suffit de prouver l'associativité de la composition entre les objets 
d'ensembles de la forme hf(jj,Ç). Considérons donc dans S des morphismes 

S <-^- T <-^- U <-^- V 



et des objets 

£> V, C. T 

dans &(S),&(T),&(U),&(V), enfin des éléments 

u G h/foÔ = Honijr (T) (rç, /*(£)) 
v G hg(Ç,rj) = Hom^ ((7) (C,5*(?7)) 
io G M^C) = Homjr (v) (r,/i*(0). 



On veut prouver la formule 



(lloi))oaj = iio(i)o to), 



qui est une égalité dans Hom^y) (t, (fgh)*(£)). En vertu des définitions les deux 
membres de cette égalité s'obtiennent par composition suivant le contour supérieur et 
inférieur du diagramme ci-dessous : 

h*(u o v) 

w ( h*g*(u) ft*(c/ ff (0) V 
^ h*(Q —U h*g*( V ) h* g* fi® > h*(fg)*(0 



V o w 



Cg,h(v) 



{ghfiv) 



{gh)*(u) 



c s ,/>(/*(0) 

Cf,gh(0 



Cfg,h{€> 



Or le carré médian est commutatif parce que c g ,h est un homomorphisme fonctoriel, et 
le carré de droite est commutatif en vertu de la condition B) pour un pseudo-foncteur. 
D'où le résultat annoncé. 

Bien entendu, il reste à préciser, lorsque le pseudo-foncteur envisagé provient déjà 
d'une catégorie clivée normalisée sur S ', comment on obtient un isomorphisme 
naturel entre et & . Nous en laissons le détail au lecteur. 

Nous laissons également au lecteur d'interpréter, en termes de pseudo-foncteurs, la 
notion d'image inverse d'une catégorie clivée & sur S par un foncteur changement 
de base S" — » S '. 
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9. Exemple : catégorie clivée définie par un foncteur ë° — > Cat ; catégories 
scindées sur S 

Supposons qu'on ait un foncteur 

ip: S° — ► Cat, 

il définit alors un pseudo-foncteur en posant 

&{S) = ip(S), f* = <p(f), c /i9 = id (/s) , 

180 Donc la construction du numéro précédent nous donne une catégorie & clivée sur S , 
dite associée au foncteur ip. Pour qu'une catégorie clivée sur <S soit isomorphe à une 
catégorie clivée définie par un foncteur ip : S° — > Cat, il faut et il suffit manifestement 
qu'elle satisfasse les conditions : 

(fg)* = 9*f*, c/, fl = id (/fl) .. 

En termes de l'ensemble K des morphismes de transport, cela signifie aussi simplement 
que le composé de deux morphismes de transport est un morphisme de transport. Un 
clivage d'une catégorie & sur S satisfaisant la condition précédente est appelé un 
scindage de & sur S ', et une catégorie & sur S munie d'un scindage est appelée une 
catégorie scindée sur S . C'est donc un cas particulier de la notion de catégorie clivée. 
La catégorie des catégories scindées sur S est donc équivalente à Hom(<f°,Cat). 
Noter qu'une catégorie scindée sur S est a fortiori une catégorie clivée sur S . 

Si & est une catégorie fibrée sur S, il n'existe pas toujours de scindage sur & . Sup- 
posons par exemple que OhS et Ob soient réduits à un élément, et que l'ensemble 
des endomorphismes dudit est un groupe E resp. F, de sorte que le foncteur projec- 
tion p est donné par un homomorphisme de groupes p: F — > E, surjectif puisque p est 
fibrant. On vérifie alors aussitôt que l'ensemble des clivages de & sur S est en corre- 
spondance biunivoque avec l'ensemble des applications s: E — > F telles que ps = id^ 
(i.e. l'ensemble des « systèmes de représentants » pour les classes mod le sous-groupe 
G noyau de l'honiomorphisme surjectif p: F — ► E). Un clivage est un scindage si et 
seulement si s est un homomorphisme de groupes. Dire qu'il existe un scindage signifie 
donc que l'extension de groupes F de E par G est triviale, ce qui s'exprime, lorsque 
G est commutatif, par la nullité d'une certaine classe de cohomologie dans H 2 (E, G) 
(où G est considéré comme un groupe où E opère). 

181 Supposons cependant que & soit une catégorie fibrée sur S telle que les &s soient 
des catégories rigides, i.e. le groupe des automorphismes de tout objet de est réduit 
à l'identité. Il est facile alors de prouver que & admet un scindage sur S. En effet, 
on constate d'abord que la question d'existence d'un scindage n'est pas modifiée si on 
remplace & par une catégorie (^-équivalente, ce qui nous ramène en l'occurrence au cas 
où les &s sont des catégories rigides et réduites (i.e. deux objets isomorphes dans &s 
sont identiques). Mais si G est une catégorie rigide et réduite, tout isomorphisme de 
deux foncteurs H — > G (où H est une catégorie quelconque) est une identité. Il s'ensuit 
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que si & est une catégorie fibrée sur S, telle que les catégories-fibres soient rigides 
et réduites, alors il existe un clivage unique de & sur S, qui est nécessairement un 
scindage. Donc & est isomorphe à la catégorie définie par un foncteur <p: S — » Cat, 
tel que les <p(S) soient des catégories rigides et discrètes, et le foncteur ip est défini à 
isomorphisme près. 

10. Catégories co-fibrées, catégories bi-fibrées 

Considérons une catégorie & au-dessus de avec le foncteur projection 

p: & — > S, 

elle définit une catégorie au-dessus de S' , par le foncteur projection 

p°: J?° — -» g°. 

Un morphisme a : r\ — > £ dans ^ est dit co-cartésien si c'est un morphisme cartésien 
pour sur <?°. Explicitant, on voit que cela signifie que pour tout objet £' de ^s, 
l'application u u o a 

Hom s (£,£')— Homyfa.O 

est bijective. On dit alors aussi que (£, a) est une image directe de par /, dans la 
catégorie & sur S. Si elle existe pour tout 77 dans =^r, on dit que le foncteur image 
directe par / existe, et on note ce foncteur jf ou /*, une fois choisi. Il est donc défini 182 
par un isomorphisme de bifoncteurs sur x &s : 

HomsC/*^)^) Hom/(jy,0- 

Si donc /* existe, pour que /* existe, il faut et il suffit que /* admette un foncteur 
adjoint, i.e. qu'il existe un foncteur /* : — ► &t et un isomorphisme de bifoncteurs 

Hom s (/,( ? ?),0^Hom T ( ï7 ,r(0). 

Soit g: U — ► T un autre morphisme dans et supposons que les images inverses et 
directes par /, g et /g existent. Considérons alors les homomorphismes fonctoriels 

c f ' g : /.;/. <— (/ff)* 

c/, fl : 9*î* — (/<?)*■ 
On constate que si on considère et g*/* comme un couple de foncteurs adjoints, 
ainsi que (/g)* et (fg)*, les deux homomorphismes précédents sont adjoints l'un de 
l'autre. Donc l'un est un isomorphisme si et seulement si l'autre l'est. En particulier : 

Proposition 10.1. — Supposons que la catégorie & sur S soit préfibrée et co-préfibrée. 
Pour qu'elle soit fibrée, il faut et il suffit qu'elle soit co- fibrée. 

Bien entendu, on dit que & est co-préfibrée resp. co-fibrée sur S ', si est préfibrée 
resp. fibrée sur S . Nous dirons que & est bi-fibrée sur S, si elle est à la fois fibrée et 
co-fibrée sur S . 
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11. Exemples divers 

a) Catégories des flèches de S . Soit S une catégorie. Désignons par A 1 la 
183 catégorie associée à l'ensemble totalement ordonné à deux éléments [0, 1] ; elle a donc 
deux objets et 1, et en plus des deux morphismcs identiques une flèche (0, 1) de 
source et but 1. Soit 

Fl(<?) = Hom(A 1 , ê) 

on l'appelle la catégorie des flèches de S. L'objet 1 de A 1 définit un foncteur canon- 
ique, appelé joncteur-but 

Fl(<?) — > S 

(le foncteur défini par l'objet de A 1 est appelé foncteur- source). Pour tout objet S 
de ê, la catégorie-fibre Fl(£)s est canoniquement isomorphe à la catégorie Sj S des 
objets de ê au-dessus de S. 

Considérons un morphisme / : T — > S dans S ', alors il lui correspond un foncteur 
canonique 

/* : £/t = — > <£ys = 
et un isomorphisme fonctoriel 

Hom s (/»(??),£) ^Ho m/ (?7,Ç) 

qui fait donc de /* un foncteur image directe pour / dans & . On a d'ailleurs ici 

(id s )* = idj? s , (/g), = c f ' 9 = id (/9) , 

i.e. & est muni d'un co-scindage sur S . A fortiori, & est co-fibrée sur S . Notons 
maintenant que l'ensemble des morphismes dans & est en correspondance biunivoque 
avec l'ensemble des diagrammes carrés commutatifs dans S '. 

r 




184 Par définition, le morphisme en question est cartésien si le carré est cartésien dans 
& , i.e. s'il fait de Y un produit fibré de X et T sur S. Le foncteur image inverse /* 
existe donc si et seulement si pour tout objet X sur S, le produit fibré X x s T existe. 
Il résulte de 10.1 que si le produit de deux objets sur un troisième existe toujours 
dans <o, i.e. si & est préfibréc sur S , alors & est même fibrée sur S . 

b) Catégorie des préfaisceaux ou faisceaux sur des espaces variables 

Soit S = Top la catégorie des espaces topologiqucs. Si T est un espace topologiquc, 
nous noterons ^(T) la catégorie des ouverts de T, où les morphismes sont les ap- 
plications d'inclusion. Si ^ est une catégorie, un foncteur °U (T)° — » c ê s'appelle un 
'préfaisceau sur T à valeurs dans et un faisceau s'il satisfait une condition d'ex- 
actitude à gauche que nous ne répétons pas ici. La catégorie £P(T) des préfaisceaux 
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sur T à valeurs dans fâ, est par définition la catégorie Hom('^(T) ,1'), et la caté- 
gorie &(T) des faisceaux sur T à valeurs dans est la sous-catégorie pleine dont 
les objets sont les objets de Hom(f'(î 1 ) ,^') qui sont des faisceaux. Si /: T — > S 
est un morphisme dans S", i.e. une application continue d'espaces topologiques, il lui 
correspond par l'application croissante U i— > / _1 (t/) un foncteur ty/ (S) — > °i/ (T), d'où 
un foncteur 

/*: Hom(^(T) ,^) — > Hom(f (S)°,f) 

appelé joncteur image directe de préfaisceaux par f. On voit aussitôt que l'image 
directe d'un faisceau est un faisceau, donc le foncteur /*: &(T) — ► 0P(S) induit 
un foncteur, également noté /* : &{T) —> &{S). On vérifie de plus trivialement (par 
l'associativité de la composition des foncteurs) qu'on a, pour une deuxième application 
continue g: U — > T, l'identité 

(.9/)* = 9*1*, de même (id s )* = id^ (s) . 

De cette façon, on a obtenu un foncteur 

S .— ► &{S) 

resp. 

S .— > J^S) 

de <S" dans Cat. En fait, nous nous intéressons au foncteur correspondant 185 

S ^->^(5)°, resp. 5^J^(5') . 

Il définit une catégorie co-fibrée, et même co-scindée, sur la catégorie des espaces 
topologiques qu'on appelle la catégorie co-fibrée des préfaisceaux (resp. faisceaux) à 
valeurs dans (sous-entendu : sur des espaces variables) . Explicitant la construction 
du N° 8, on voit qu'un morphisme d'un préfaisceau B sur T dans un préfaisceau A 
sur S est un couple (/, u) formé d'une application continue de T dans S, et d'un 
morphisme u: A — > f*(B) dans la catégorie £P(S). Cette description vaut également 
pour les morphismes de faisceaux, étant une sous-catégorie pleine de & '. 

Dans les cas les plus importants, la catégorie et la catégorie & au-dessus de ê 
sont aussi des catégories fibrées, i.e. pour toute application continue, les foncteurs 
image directe 3?(T) — > éP'(S) et J^(T) — ► ^{S) ont un foncteur adjoint, qui est 
alors noté /* et appelé foncteur image inverse de préfaisceaux resp. foncteur image 
inverse de faisceaux, par l'application continue /. Ce foncteur existe par exemple si 
^ = Ens. On peut montrer que le foncteur /* : S? {S) — ► £P(T) existe chaque fois que 
dans 'rf les limites inductives (relatives à des diagrammes dans l'Univers considéré) 
existent. La question est moins facile pour & ; on notera en effet que (même dans le 
cas ^ = Ens) l'image inverse d'un préfaisceau qui est un faisceau n'est en général 
pas un faisceau, en d'autres termes le foncteur image inverse de faisceau n'est pas 
isomorphe au foncteur induit par le foncteur image inverse de préfaisceaux (malgré la 
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notation commune /*). Ainsi, & est une sous-catégorie co-fibrée de @>, mais pas une 
sous-catégorie fibrée, i.e. le fondeur d'inclusion ,f — > S* n'est pas fibrant. 

La catégorie co-fibrée & peut se déduire d'une catégorie co-fibrée (ou plutôt fibrée) 
plus générale, obtenue ainsi. Pour toute catégorie tyt (dans l'Univers fixé), on pose 

#(f)=Hom(f,«') 

186 et on note que °U i— ► SPifti) est de façon naturelle un foncteur contravariant en de 
la catégorie Cat dans Cat. Il définit donc une catégorie scindée au-dessus de S" — Cat, 
que nous noterons Cat//^. Les objets de cette catégorie sont les couples ,p) d'une 
catégorie et d'un foncteur p: <fy — ► c é', et un morphisme de (&,p) dans {'f ,q) est 
essentiellement un couple (/, u) , où / est un foncteur — > et u un homomorphisme 
de foncteurs m: p — > ç/. Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la composition 
des morphismes dans Csk//<g. Le foncteur-projection 

& = Cat n<g — >g= Cat 

associe au couple ( l %f,p) l'objet °i/ ; la catégorie-fibre en tyt est la catégorie 
Hon^^,^) (à isomorphisme près). Lorsque dans 'io les limites inductives existent, 
on montre facilement que la catégorie fibrée Cat //<# sur Cat est également co-fibréc 
sur Cat, i.e. on peut définir la notion d'image directe d'un foncteur p: °i/ — ► par 
un foncteur / : tyt — > Y. La catégorie des préfaisceaux se déduit de la catégorie fibrée 
précédente par le changement de base 

Top° > Cat 

(foncteur S^f (S) défini plus haut), ce qui donne une catégorie fibrée sur Top°, et 
en passant à la catégorie opposée, on obtient la catégorie co-fibrée des préfaisceaux 
au-dessus de Top. La notion d'image inverse d'un foncteur correspond à celle d'image 
directe de préfaisceau, la notion d'image directe d'un foncteur à celle d'image inverse 
d'un préfaisceau. 

c) Objets à opérateurs au-dessus d'un objet à opérateurs 

Soit & une catégorie sur S, et soit S un objet de <§ où un groupe G opère, à gauche 
pour fixer les idées. Cet objet à opérateurs peut s'interpréter comme correspondant 
à un foncteur A: de la catégorie (à un seul objet, ayant G comme groupe 

d'endomorphismcs) S 1 définie par G, dans la catégorie é>, et définie donc par change- 
ment de base une catégorie au-dessus de S", qui est fibrée resp. co-fibrée lorsque 

187 & l'est sur S . Une section de S' sur (nécessairement cartésienne, car S' est un 
groupoïde, et tout isomorphisme dans est cartésien en vertu de 6.12), peut aussi 
s'interpréter comme un d'-foncteur S' — > & au-dessus de A, ou aussi comme un objet 
à opérateurs £ dans & « au-dessus » de l'objet à opérateurs S. 

d) Couples de foncteurs adjoints quasi-inverses ; autodualités 

Lorsque la catégorie-base S est réduite à deux objets a, b et, en plus des flèches 
identiques, à deux isomorphismes / : a — » b et g : b — » a inverse l'un de l'autre (i.e. S 
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est un groupoïde connexe rigide avec deux objets), une catégorie clivée normalisée 
sur S est essentiellement la même chose que le système formé par deux catégories & a 
et J^h et un couple de fondeurs adjoints G : J^" a — > &y, et F : ^ — > , qui soient 
des équivalences de catégories (donc quasi-inverses l'un de l'autre). On prendra pour 
& a et &b les catégories fibres de pour F et G les foncteurs /* et g* , et les deux 
isomorphismes 

u:FG^ïà,? a v:GF^Ïà^ h 
sont c g j et Cf g . Les deux conditions usuelles de compatibilité entre u et v ne sont 
autres que la condition 7.4 B) pour les composés fgf et gfg. Il est facile de montrer 
que ces conditions suffisent à impliquer qu'on a bien un pseudo-foncteur S° — > Cat. 
Un cas intéressant est celui où l'on a 

& b = &°, G = F°, v = u°. 

On appelle autodualité dans une catégorie la donnée d'un foncteur D:^^ c é'° , et 
d'un isomorphisme u: DD° id<^, tels que m et l'isomorphisme u° : D°D id<#° 
fassent de (D, D°) un couple de foncteurs adjoints, (nécessairement quasi-inverses l'un 
de l'autre). Cette condition s'écrit : 

D(u(x)) = u(D{x)) pour tout x G Ob(<*f). 

e) Catégories au-dessus d'une catégorie discrète S. On dit que S est une 

catégorie discrète si toute flèche y est une flèche identique, de sorte que S est défini 
à isomorphisme unique près par la connaissance de l'ensemble I = Ob(<f). La donnée 
d'une catégorie & au-dessus de S équivaut donc (à isomorphisme unique près) à la 
donnée d'une famille de catégories ^ (i G I), les catégories fibres. Toute catégorie 
& sur S est fibréc, tout ^-foncteur & — ► ^ est cartésien, on a un isomorphisme 
canonique 

Honv/_(,^,5f) JjHom^.Sfi). 
En particulier, on obtient 

r(J7<?) = Urn^/g JJ^. 

f ) Supposons que # ait exactement deux objets S et T, et en plus des mor- 
phismes identiques, un morphisme f:T—>S. Alors une catégorie & au-dessus 
de S est définie, à ^-isomorphisme unique près, par la donnée de deux catégories &s 
et &t et d'un bifoncteur H(r],Ç) sur x à valeurs dans Ens. En effet, si 
est une catégorie au-dessus de S ', on lui associe les deux catégories-fibres &s et &t 
et le bifoncteur H(r],Ç) = Hom^(j),Ç). On laisse au lecteur le soin d'expliciter la con- 
struction en sens inverse. Pour que la catégorie envisagée soit fibrée (ou préfibrée, cela 
revient au même) il faut et il suffit que le foncteur H soit représentable par rapport 
à l'argument £. Pour qu'elle soit co-fibréc, il faut et il suffit que H soit représentablc 
par rapport à l'argument 77. 
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g) Soit & — x S, considérée comme catégorie au-dessus de S grâce à pr 2 . Alors 
& est fibrée et co-fibrée sur S, et est même munie d'un scindage et d'un co-scindage 
canonique, correspondant au foncteur constant sur resp. sur é>° , à valeurs dans 
Cat, de valeur *ê . On a 

T(^/S) ~ Hom( ( f,^) 

189 et Lim ^/<? correspond à la sous-catégorie pleine formée des foncteurs F: S — ► 
transformant morphismes quelconques en isomorphismes. 

12. Foncteurs sur une catégorie clivée 

Soit & une catégorie clivée normalisée sur S. Pour tout objet S de ê on désigne 
par 

is - — > & 

le foncteur d'inclusion. On a donc un homomorphisme fonctoriel, pour tout morphismc 
f:T^S dans S : 

otf- irf* — ► is, 

où /* est le foncteur changement de base &s pour / défini par le clivage. Soit 

maintenant 

F: & — > c é 

un foncteur de & dans une catégorie tf, posons, pour tout S € Ob(é> ), 

F s = F o i s : J? s — ► <*f 

et pour tout / : T — ► S 1 dans 

Vf = F *otf. F T f* — > F s 

On a ainsi, à tout foncteur F: & — > ^, associé une famille (Fg) de foncteurs — > ^ 
et une famille (i^/) d'homomorphismes de foncteurs FtJ* — + i*s. Ces familles satisfont 
aux conditions suivantes : 

a) <y3id s = id_F s . 

b) Pour deux morphismes / : T — > S et g : [/ — > T dans on a commutativité 
dans le carré d'homomorphismes fonctoriels : 

Fug*/* ^ Fuifgf 

p T f* 'j. > Fs _ 

190 La première relation est triviale, et la deuxième relation s'obtient en appliquant le 
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foncteur F au diagramme commutatif 



CfAO 

g* no — -^-^{fgno 



a A0 



no- 

pour un objet variable £ dans J^g. 

Si G est un deuxième foncteur & — > if, donnant naissance à des foncteurs 
G s : — + ^ et des homomorphismes fonctoriels -0/ : Grf —> G s, et si u : F — > G est 
un homomorphisme fonctoriel, alors il lui correspond des homomorphismes fonctoriels 
u * is ■ 

u s - F s — ► G s 

et on constate aussitôt que pour tout morphisme / : T — > S dans (f , on a commuta- 
tivité dans les carrés 



<t>f 



F s 



1>f 



u s 



^G s 



FtF 

UT * f* 

GtP 



Proposition 12.1. — Soit J^ , {^, c é') la catégorie dont les objets sont les couples de 
familles (F s ) {S G Ob(jT)) de foncteurs & s -> V , et de familles (tp f ) (/ G Fl(jT)) 
d 'homomorphismes fonctoriels Fxf* — ► Fs, satisfaisant les conditions a) et b), et où 
les morphismes sont les familles (us) (S G Ob(&)) d 'homomorphismes Fs — > Gg, 
vérifiant la condition de commutativité c) écrite plus haut, (la composition des mor- 
phismes se faisant par la composition des homomorphismes de foncteurs J^g — > ^). 
yl/ors Zes deux Zozs explicitées plus haut définissent un isomorphisme if de ?a catégorie 
Hom(#,^) avec /a catégorie Jf 

Il est trivial qu'on a bien là un foncteur de la première catégorie dans la 
seconde. Ce foncteur est pleinement fidèle, car pour F, G donnés, Hom(F, G) — » 
Hom(F(F), if (G)) est trivialement injectif ; pour montrer que c'est surjectif, il suffit 
de noter que la condition de commutativité c) exprime la fonctorialité des applica- 
tions u(0 = u s{0 : F(S) = Fs(0 —* G(0 = Gs(0 pour les homomorphismes de 
la forme a/(£) dans d'autre part on a la fonctorialité sur chaque catégorie fibre 
i.e. pour les morphismes dans & qui sont des T-morphismes (T G Ob(<?)), d'où la 
fonctorialité pour tout morphisme dans j^, puisqu'un /-morphisme (où f:T^S 
est un morphisme dans S est de façon unique) un composé d'un morphisme a/(£) 
et d'un T-morphisme. Il reste donc à prouver que le foncteur K est bijectif pour les 
objets. L'argument précédent montre déjà que K est injectif pour les objets, reste à 
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prouver qu'il est surjectif, i.e. que si on part d'un système (Fs), (<£/), satisîaisant a) 
et b) ; et si on définit une application Ob & — ► Ob par 

F{i) = F s (0 pour £ G Ob & s C Ob 

et une application F1(JP) — > Fl(^) par 

F(a / (0«') = ¥'/(0^T(«') 

pour tout morphisme / : T — > 5 dans tout objet £ de J^s et tout T-morphisme 
u' de but /*(£), alors on obtient un fondeur F de ^ dans ^. En effet, la relation 
F(idç) = idjr(f) est triviale, il reste à prouver la multiplicativité F(uv) = F(u)F(v) 
lorsqu'on a un /-morphisme u : r/ — > £ et un g-morphisme u : £ — * f, avec / : T — > 5 
et g : [/ — > T des morphismes de Posant u> = uu, on aura 



a g (rf)v', w = a f g{Ç)w' 



avec 



w' = Cf, g (Ç)g*(u')v' (cf. N°8). 

Avec ces notations, il faut prouver la commutativité du contour extérieur du dia- 
gramme ci-dessous : 



F(w') 



Fu(0 



F u (v') 



F u g*(u') FuicfJO) ^ 



F(v) 



fg(v) 



Ft(v) 



Ft(u') 



m/*(0) 

^F T f*(0- 



<Pfg(t) 



<Pf(Q 



F(u) 

Or le triangle gauche est commutatif par définition de F(v), le carré médian est com- 
mutatif car déduit de Phomomorphisme u' : £ — ► f(rf) par l'homomorphismc fonctoriel 
a g , enfin le carré de droite est commutatif en vertu de la condition b). La conclusion 
voulue en résulte. 

Supposons maintenant que soit également une catégorie clivée normalisée sur S ', 
que nous appellerons dorénavant êf, et que nous nous intéressons aux <?-foncteurs 
de & dans <é '. Si F est un tel foncteur, il induit des foncteurs 

F s : &s^&S 

pour les catégories fibres. D'autre part, pour tout morphisme / : T — > S dans S , et 
tout objet £ dans ^5, le /-morphisme F(a/(£)) se factorise de façon unique par un 
T-morphisme 

MO'- F T (fm) ^ fw(Fs(0) 
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(où le & ou le 'S en indice indique la catégorie clivée pour laquelle on prend le foncteur 
image inverse), d'où un homomorphisme fonctoriel de foncteurs de &s dans Sfx : 

Les deux systèmes (Fs) et (ipf) satisfont les conditions suivantes : 193 
a') ¥?id s = idF s - 

b') Pour deux morphismes f:T^Setg:U — > T dans S ', on a commutativité 
dans le diagramme d'homomorphismes fonctoriels suivant : 

F v * cf 
FU9FÎF -^Fu(f 9 r F 

<Pfg 

&ftFs " J ' g " " > {fg)ÏF s . 

Nous en laissons la vérification au lecteur, ainsi que l'énoncé et la démonstration de 
l'analogue de la proposition 12.1, impliquant que l'on obtient ainsi une correspon- 
dance biunivoque entre l'ensemble des S- foncteurs de & dans Sf, et l'ensemble des 
systèmes (Fs),(<ff) satisfaisant les conditions a') et b') ci-dessus. Bien entendu, dans 
cette correspondance, les foncteurs cartésiens sont caractérisés par la propriété que 
les homomorphismes <pf sont des isomorphismes. 

Remarque. — Bien entendu, il y a intérêt le plus souvent à raisonner directement sur 
des catégories fibrées sans utiliser des clivages explicites, ce qui dispense en particulier 
de faire appel, pour la notion simple de <?-foncteur ou de df-foncteur cartésien, à une 
interprétation pesante comme ci-dessus. C'est pour éviter des lourdeurs insupport- 
ables, et pour obtenir des énoncés plus intrinsèques, que nous avons dû renoncer à 194 
partir comme dans [2] de la notion de catégorie clivée (appelée « catégorie fibrée » 
dans loc. cit. ), qui passe au second rang au profit de celle de catégorie fibrée. Il est 
d'ailleurs probable que, contrairement à l'usage encore prépondérant maintenant, lié 
à d'anciennes habitudes de pensée, il finira par s'avérer plus commode dans les prob- 
lèmes universels, de ne pas mettre l'accent sur une solution supposée choisie une fois 
pour toutes, mais de mettre toutes les solutions sur un pied d'égalité. 
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1. Descente des Modules quasi-cohérents 

Soit Sch la catégorie des préschémas. Procédant comme dans VI 11. b, on trouve 
que la catégorie des couples (X, F) d'un préschéma X et d'un Module F sur X, (où 
les morphismcs sont définis comme dans loc. cit. à l'aide de la notion d'image directe 
de Module par un morphisme d'espaces annelés) peut être considérée comme une 
catégorie fibrée au-dessus de Sch, le foncteur de changement de base relativement à 
un morphisme / : X — ► Y dans Sch étant le foncteur image inverse de Modules par /. 
(On notera que la catégorie fibre en X G Ob(Sch) de la catégorie fibrée précédente est 
la catégorie opposée à la catégorie des Modules sur X). Comme l'image inverse d'un 
Module quasi-cohérent est quasi-cohérent, on voit que la sous-catégorie pleine de la 
catégorie des couples (X, F), formée des couples pour lesquels F est quasi-cohérent, 
est une sous-catégorie fibrée de la catégorie fibrée précédente. (Par contre, si on ne 
fait pas d'hypothèses sur /, l'image directe d'un Module quasi-cohérent n'est pas en 
général un Module quasi-cohérent). On appellera simplement cette catégorie fibrée la 
catégorie fibrée des Modules quasi- cohérents sur les préschémas. 

Rappelons d'autre part qu'un morphisme / : X — > Y d'espaces annelés est dit 
fidèlement plat s'il est plat (i.e. pour tout x G X , ûx,x es t un module plat sur &yj(x)i 
(IV)), et surjectif. On dit que / est un morphisme quasi-compact si l'image inverse 
par / de toute partie quasi-compacte est quasi-compacte ; lorsque / est un morphisme 
de préschémas, cela signifie aussi que l'image inverse par / d'un ouvert affine de Y 
est réunion finie d'ouverts affines de X. 

Théorème 1.1 . — Soit & la catégorie fibrée des Modules quasi- cohérents sur les 196 
préschémas. Soit g: S' — > S un morphisme de préschémas, fidèlement plat et quasi- 
compact. Alors g est un morphisme de ^-descente effective. 

Rappelons^ 1 ) que cela signifie deux choses : 

WNous admettrons ici la théorie générale de la descente exposée exposée en détail dans l'article de 
J. GlRAUD cité dans la note (5) en bas de page de l'Avertissement, travail que nous citerons [D] par 
la suite. Cf. aussi [2] pour un exposé succinct. 
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Corollaire 1.2 (Descente d'homomorphismes de Modules). — Soient g: S' — > S un 
morphisme de préschémas, fidèlement plat et quasi-compact, F et G deux Modules 
quasi- cohérents sur S, F' et G' leurs images inverses sur S' , enfin F" et G" leurs im- 
ages inverses sur S'' = S'xgS'. Considérons le diagramme d'applications d'ensembles 
défini par les fondeurs changement de base par g, pi, pi {où pi,p2- S' Xs S' \ S" 
sont les deux projections) : 

Hom s (F, G) — > Hom s , (F' t G')=$ Hom s „ (F" , G"). 

Ce diagramme est exact, i.e. définit une bijection du premier ensemble sur l'ensemble 
des coïncidences des deux applications écrites du deuxième dans le troisième. 

En d'autres termes, le foncteur changement de base par g, F i— > F 1 , définit un 
foncteur pleinement fidèle de la catégorie des Modules quasi-cohérents sur S dans la 
catégorie des Modules quasi-cohérents sur S' munis d'une donnée de descente rela- 
tivement à g. De plus : 

Corollaire 1.3 (Descente de Modules). — Pour tout Module quasi- cohérent F' sur S', 
toute donnée de descente sur F' relativement à g est effective, i.e. F' est isomorphe 
avec sa donnée de descente à l'image inverse par g d'un Module quasi- cohérent sur S 
(déterminé à isomorphisme unique près en vertu de 1.2). 

En d'autres termes, le foncteur pleinement fidèle précédent est même une équiv- 
alence. Pratiquement, cela signifie qu'il revient au même de se donner un Module 
quasi-cohérent sur S, ou un Module quasi-cohérent sur S' muni d'une donnée de 
descente relativement à g. 

197 Démonstration de 1.1. — Soit d'abord T un 5-préschéma qui est S'-isomorphe à la 
somme d'une famille d'ouverts induits Si de S qui recouvrent S. Alors il est évident 
que le morphisme structural T — > S est un morphisme de ^"-descente effective (cela 
signifie précisément que la donnée d'un Module quasi-cohérent F sur S équivaut à 
la donnée de Modules quasi-cohérents Fi sur les Si, et d'isomorphismes de recolle- 
ment ifiji: Fi | Si n Sj — > Fj | Si fi Sj satisfaisant la condition de cochaînes bien connue) . 
En vertu de VII, 8 il s'ensuit que pour vérifier que g: S' — ► S est un morphisme de 
descente effective, il suffit de le vérifier pour le morphisme gr- T' = T x 5 S' — > T 
déduit de g par le changement de base T — ► S. (Remarquer que l'hypothèse sur T — > S 
reste stable par changement de base quelconque, donc que T — » S est en fait un mor- 
phisme de ^"-descente effective universel). Prenant pour Si des ouverts affines qui 
recouvrent S, on est donc ramené au cas où S est affine. 

Alors S' est réunion finie d'ouverts affines, et prenant le 5-schéma somme de ces 
derniers, on trouve un S*-schéma affine Si et un S'-morphisme S± — > S' plat et surjectif. 
Donc Si est aussi fidèlement plat sur S. Si donc on prouve qu'un morphisme fidèlement 
plat et affine est un morphisme de ^"-descente effective, donc un morphisme de J 5 "- 
descente strict universel, (l'hypothèse étant en effet stable par changement de base), 
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on en conclut en particulier que le morphisme structural Si — > S est un morphisme 
de ^"-descente strict universel, et comme il existe un S*- morphisme Si — ► S", il en 
résultera bien, par [D], que g: S' — > S est un morphisme de ^"-descente strict. 

Cela nous ramène donc au cas où g est un morphisme affine, et comme on a vu on 
peut alors de plus supposer S afhne, donc on peut supposer S et S' affines. Dans ce 
cas, 1.2 équivaut au 

Lemme 1.4. — Soient A un anneau, A 1 une A-algèbre fidèlement plate, M et N 
deux A-modules, M' et N' les A' -modules déduits par changement d'anneau A — > A' , 
et M" ,N" les A" = A' ®a A' -modules déduits par changement d'anneau A — » A" . 
Alors la suite d'applications ensemblistes 

Uom A (M,N) — >H.om A ,(M',N') =^Uom A »(M" , N") 

est exacte. 

Comme l'homomorphisme N — > N' est injectif (A' étant fidèlement plat sur A) on 198 
voit que la première flèche est injective. Il reste à prouver que si un A'-homomorphisme 
u' : M' — > N' est compatible avec les données de descente, alors il provient d'un A- 
homomorphisme u: M — > N. Or cela signifie aussi simplement que u' applique le 
sous-ensemble M de M' dans le sous-ensemble N de N' (l'application u: M — » N 
induite sera alors automatiquement y4-linéairc puisque u' est ^'-linéaire, et on voit 
de même que u' est nécessairement égal à u ® a ^')- Or si a; G M, alors u'(x) est 
un élément dans le noyau du couple d'applications N' — ] N" ■ On est donc ramené 
pour prouver 1.4 au cas particulier suivant (correspondant au cas où M = A) : 

Corollaire 1.5. — Soit N un A-module, alors la suite d'applications ensemblistes 

N^N'^- N" 

est exacte. 

Soit en effet A\ une A-algèbrc fidèlement plate. Pour montrer que la suite envis- 
agée est exacte, il suffit de prouver que la suite qui s'en déduit par le changement 
d'anneau A — > Ai l'est. Or cette dernière, comme on voit de suite, est celle relative 
au Ai-module N\ = N ®a Ai et à la Ai-algèbre A\ — Ai ®a A'. Il suffit donc de 
trouver un Ai fidèlement plat sur A, tel que Spec(A[) — ► Spec(Ai) soit un morphisme 
de ^-descente strict. Or il suffit en effet de prendre Ai = A' , car alors le morphisme 
précédent admet un morphisme inverse à droite, donc en vertu de [D] c'est un mor- 
phisme de descente effective pour n'importe quelle catégorie fibrée sur Sch. 

Il reste enfin à montrer que si N' est un A'-module muni d'une donnée de descente 
pour A — > A', i.e. muni d'un isomorphisme 

entre les deux modules déduits de N par les changements d'anneaux A 1 — \ A' ® A A' , 
alors N' est isomorphe avec sa donnée de descente à un module N <S>a A' . On voit 199 
facilement, compte tenu de 1.5, que cet énoncé équivaut au suivant : 
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Lemmel.6. — Soit N' un A' -module muni d'une donnée de descente relativement 
à A — > A' (où A' est une A-algèbre). Soit N le sous-A-module de N' formé des x tels 
que if(x (Su* 1^/) = 1a* ®a> x, et considérons l'homomorphisme canonique 

N® A A' — ► N', 

(qui est alors compatible avec les données de descente). Si A' est fidèlement plat sur A, 
cet homomorphisme est un isomorphisme. 

Démontrons ce lemme. Soit encore A\ une A-algèbre fidèlement plate, pour montrer 
que le morphisme envisage est un isomorphisme, il suffit de prouver qu'il le devient 
après le changement d'anneau A — ► A\. Or, utilisant la platitude de Ai sur A, on voit 
que l'homomorphisme ainsi obtenu n'est autre que celui qu'on obtiendrait directement 
en termes du module N' ®a A\ sur A[ = A' (Si a Ai, muni de la donnée de descente 
relativement à A\ — ► A[ qui se déduit canoniquement par changement d'anneau de 
celle qui était donnée sur N'. Ainsi il suffit de trouver un Ai fidèlement plat sur A 
tel que Spec(A' 1 ) — » Spec(Ai) soit un morphisme de ^-descente effective. On prend 
alors comme ci-dessus Ai = A'. Cela achève la démonstration de 1.6, et par là la 
démonstration de 1.1. 

Corollaire 1.7 (Descente de sections de Modules). — Soit g: S' — » S un morphisme de 
préschémas, fidèlement plat et quasi- compact. Pour tout Module quasi- cohérent G 
sur S, soient G' et G" ses images inverses sur S' et S" = S' Xs S' , et considérons le 
diagramme d'homomorphismes de Modules sur S : 

G^g*(G')=iK(G") 

(où h: S" — > S est le morphisme structural). Ce diagramme est exact. 

200 En effet, cela signifie que pour tout ouvert U dans 5*, le diagramme correspondant 
formé par les sections sur U est exact. On peut évidemment supposer alors U = S, et 
l'exactitude en question est alors un cas particulier de 1.2, obtenu en faisant F = ûs- 
Comme le foncteur image inverse de Modules est exact à droite, on conclut formelle- 
ment à partir de 1.1 : 

Corollaire 1.8 (Descente de Modules quotients). — Avec les notations de 1.7, soit de 
plus, pour tout Module quasi- cohérent F sur un préschéma, Quot(F) l'ensemble des 
Modules quasi- cohérents quotients de F. Avec cette convention, le diagramme d'appli- 
cations d'ensembles : 

Quot(G) — > Quot(G') =| Quot(G") 

est exact. 

(On aurait évidemment le même énoncé avec les sous-Modules au lieu de Modules 
quotients, puisque les deux se correspondent biunivoquement). Faisant en particulier 
G = 0s, on trouve : 
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Corollaire 1.9 (Descente des sous-préschémas fermés). — Pour tout préschéma X, soit 
H(X) l'ensemble des sous-préschémas fermés de X. Avec cette notation, et sous les 
conditions de 1.7, le diagramme d'applications d'ensembles suivant 

H(S)—>H(S')=ÏH(S") 

est exact. 

Il y a lieu de compléter le théorème 1.1 par le résultat suivant : 

Proposition 1.10 (Descente de propriétés de Modules). — Soient g: S" — > S un mor- 
phisme fidèlement plat et quasi- compact, F un Module quasi- cohérent sur S. Pour 
que F soit de type fini, resp. de présentation finie, resp. localement libre et de type 
fini, il faut et il suffit que son image inverse F 1 sur S' le soit. 

Il n'y a qu'à prouver le « il suffit ». On peut évidemment supposer S affine, et 201 
remplaçant alors S' par une somme d'ouverts affines recouvrant S", on est ramené au 
cas où S' est également affine. Alors notre énoncé équivaut au suivant : 

Corollaire 1.11. — Soient A un anneau, A' une A-algèbre fidèlement plate, M un A- 
module, M' le A' -module M®aA'. Pour que M soit de type fini {resp. de présentation 
finie, resp. localement libre de type fini) il faut et il suffit que M 1 le soit. 

En effet, on a M = lim. Mj, où les Mi sont les sous- modules de type fini de M. 
Par suite M' = lim . M-, et si M' est de type fini, M' est égal à l'un des M-, donc par 
fidèle platitude M est égal à Mj, donc M est de type fini. Par suite il existe une suite 
exacte 

— > R — > L — ► M — ► 0, 

avec L libre de type fini, d'où une suite exacte 

— vR' — >L' — y M' — > 0, 

avec L' libre de type fini. Si donc M' est de présentation finie, R' est de type fini, 
donc d'après ce qui précède R est de type fini, donc M est de présentation finie. Enfin, 
dire que M est localement libre et de type fini, signifie qu'il est de présentation finie 
et plat (cf. IV dans le cas noethérien; le cas général est laissé au lecteur). Comme 
chacune de ces propriétés se descend bien, il en est de même de leur conjonction, ce 
qui achève la démonstration. 

Remarque 1.12. — La conjonction de 1.1 et de 1.10 montre que l'énoncé 1.1 reste 
encore valable, quand on remplace la catégorie fibrée & par la sous-catégorie fibrée 
formée des Modules quasi-cohérents de type fini, resp. de présentation finie, resp. 
localement libres de type fini, resp. localement libres de rang donné n. 
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2. Descente des préschémas affines sur un autre 

Comme le foncteur image inverse de Modules est compatible avec le produit ten- 
soriel et d'autres opérations tensorielles, le théorème 1.1 implique diverses variantes, 
obtenues en envisageant, au lieu d'un seul Module quasi-cohérent, un Module quasi- 
cohérent ou un système de Modules quasi-cohérents muni de structures supplémen- 
taires diverses s'exprimant à l'aide d'opérations tensorielles. Par exemple, la donnée 
de trois Modules quasi-cohérents F, G, H sur S et d'un accouplement 

F <g) G — ► H, 

équivaut à la donnée de trois Modules quasi-cohérents F', G', H' sur 5", munis de 
données de descente relativement à g : S' — > S, et munis d'un accouplement 

F' <g) G' — ► H', 

« compatible » avec ces données de descente, au sens évident du terme. Par exemple, 
si F = G = H, on voit que la donnée d'un Module quasi-cohérent F sur S muni d'une 
loi d'algèbre (dont pour l'instant nous ne supposons pas qu'elle satisfasse à aucun 
axiome d'associativité, commutativité ou d'existence d'une section unité), équivaut 
à la même donnée sur S', munie en plus d'une donnée de descente. Et utilisant les 
résultats du numéro précédent, on constate aussitôt que pour que F satisfasse à l'un 
des axiomes habituels auxquels on vient de faire allusion, il faut et il suffit qu'il en 
soit ainsi pour F'. Par exemple, la donnée d'une Algèbre quasi-cohérente srf sur S 
(par quoi nous sous-entendons désormais : associative, commutative, à section unité) 
équivaut à la donnée d'une Algèbre quasi-cohérente st' sur S', munie d'une donnée de 
descente relativement à g : S' — » S. Si on se rappelle l'équivalence entre la catégorie 
duale des Algèbres quasi-cohérentes sur S, et de la catégorie des 5-préschémas affines 
sur S, (EGA II par.l), on trouve aussitôt : 

Théorème 2.1 . — Soit la catégorie fibrée des morphismes affines de préschémas 
/ : X — > S, considérée comme sous- catégorie fibrée de la catégorie fibrée des flèches 
dans la catégorie des préschémas Sch (VI 11. a). Soit g: S' — > S un morphisme 
de préschémas fidèlement plat et quasi- compact. Alors g est un morphisme de - 
descente effective. 

3. Descente de propriétés ensemblistes et de propriétés de finitude de mor- 
phismes' 2 ' 

Proposition 3.1. — Soient f:X — » Y un S -morphisme, g: S' — > S un morphisme 
surjectif f : X' = X x 5 S' — > Y' = Y Xg S' le morphisme déduit de f par le 
changement de base à l'aide de g: S' — > S. Pour que f soit surjectif (resp. radiciel), 
il faut et il suffit que f le soit. 

( 2 )Pour d'autres résultats comme ceux traités dans les numéros 3 et 4, Cf. EGA IV 2.3, 2.6, 2.7. 
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On note que /' peut aussi s'obtenir par le changement de base Y' — » Y, qui 
est également surjectif puisque déduit de g: S' — » S* qui l'est. D'autre part, pour 
tout y E Y et tout y' G F' au-dessus de y, on a un isomorphisme 

où X y désigne la fibre de X en y, et X^, celle de X' en y'. Il en résulte que X y est 
non vide (resp. a au plus un point, et ce dernier correspond à une extension résiduelle 
radicielle) si et seulement si X' y , a la même propriété. Cela prouve 3.1. 

Corollaire 3.2. — Sous les conditions de 3.1, si f est injectif (resp. bijectif), alors f 
l'est également. 

Cela provient du fait que si X' , a au plus un point (resp. exactement un point) 
il en est de même de X y ; il en est bien ainsi, puisque le morphisme X' , — > X y est 
surjectif (car déduit de Spec(fc(j/')) — > Spec(fc(y)) qui l'est). 

Proposition 3.3 . — Avec les notations de 3.1. Supposons que g : S' — > S soit surjectif et 
quasi- compact (resp. fidèlement plat et quasi- compact) . Pour que f soit quasi-compact 
(resp. de type fini), il faut et il suffit que f le soit. 

Il y a à prouver seulement le « il suffit ». On peut évidemment supposer S = Y, 204 
puisque l'hypothèse faite sur g: S' — ► S est conservée pour Y 1 — » Y. De plus on peut 
supposer Y affine. Alors Y' est quasi-compact, donc X' est quasi-compact (puisque /' 
l'est par hypothèse). Soit (Xi)i e j une famille d'ouverts affines de X recouvrant X, 
alors les X[ sont des ouverts de X' recouvrant X', donc il y a une sous-famille finie 
qui recouvre X'. Comme X' — > X est surjectif, il s'ensuit que les Xi correspondants 
recouvrent déjà X, donc X est quasi-compact, i.e. / est quasi-compact. Supposons 
maintenant /' de type fini, prouvons que / l'est, en supposant g fidèlement plat. 
Remplaçant Y' par la somme d'une famille d'ouverts affines le recouvrant, on peut 
supposer Y' affine. Enfin, X étant recouvert par un nombre fini d'ouverts affines Xi 
par ce qui précède, il faut montrer qu'ils sont de type fini sur Y sachant que X- est 
de type fini sur Y' . Cela nous ramène alors au 

Corollaire 3.4. — Soient B une A-algèbre, A' une A-algèbre fidèlement plate, 
B' = B <&a A' la A-algèbre déduite de B par changement d'anneau. Pour que B 
soit de type fini, il faut et il suffit que B' le soit. 

Il y a à prouver seulement le « il suffit ». On a B — lim . Bj, où les Bi sont les 
sous-algèbrcs de type fini de B. On a donc B' = lim. B[, et si B 1 est de type fini 
sur A', alors B' est égal à un des B[, donc B est égal à B it donc est de type fini. 

Corollaire 3.5 . — Supposons encore le morphisme de changement de base g: S' — > S 
fidèlement plat et quasi- compact. Pour que f soit quasi-fini, il faut et il suffit que f 
le soit. 



160 



EXPOSÉ VIII. DESCENTE FIDÈLEMENT PLATE 



En effet, la propriété « quasi-fini » est par définition la conjonction de « type fini » 
et « à fibres finies », dont chacune se descend bien par g, la première en vertu de 3.3, 
la seconde par le raisonnement de 3.1 (n'utilisant que le fait que g soit surjectif). 

Remarques 3.6. — Soient A un anneau, X un A-préschéma. On voit facilement que 

205 les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Il existe un anneau noethérien Aq (qu'on peut si on veut supposer un sous- 
anneau de type fini de A), un Ao-préschéma de type fini Xq, un homomorphisme 
Aq — > A et un A-isomorphismc X Xq Xa A. 

(ii) Le morphisme diagonal X — » X Xs P ec(A) X est quasi-compact (condition vide 
si X est séparé sur A), X est réunion finie d'ouverts affines Xi dont les anneaux Bi 
sont des algèbres de présentation finie sur A, i.c. quotients d'algèbres de polynômes à 
un nombre fini d'indéterminées, par des idéaux de type fini. 

Si X est lui-même affine, d'anneau B, ces conditions signifient simplement que B 
est une algèbre de présentation finie sur A. 

Un morphisme / : X — > Y est dit morphisme de présentation finie, et on dit en- 
core que X est de présentation finie sur Y, si Y est réunion d'ouverts affines Yj, tel 
que X\Yi en tant que 1^-préschéma satisfasse aux conditions équivalentes précédentes. 
Il en est alors de même pour X\Y' pour tout ouvert affine Y' dans Y. C'est là une 
propriété stable par changement de base, et d'ailleurs le composé de deux morphismes 
de présentation finie est de présentation finie. 

Ces notions posées, on voit sur (ii), procédant comme dans 1.10, que cet énoncé 
reste valable en y remplaçant les mots « de type fini » par « de présentation finie ». 

4. Descente de propriétés topologiques 

Théorème 4.1. — Soient g : Y' — > Y un morphisme, et Z une partie de Y. On suppose 
que g est plat, et qu 'il existe un morphisme quasi-compact f : X — > Y tel que Z = ,f(X) 
(N.B. si Y est noethérien, cette dernière condition est impliquée par « Z est con- 
structible » ). Alors on a 

g~\Z) = g~=HZ). 

On peut supposer Y affine, puis Y' affine. Comme Y est affine, X est réunion 

206 finie d'ouverts affines Xi, et remplaçant X par la somme des Xi, on peut supposer 
également X affine. Soient A,A',B les anneaux de Y,Y',X, B 1 = B ®a A 1 celui 
de X' = X Xy Y' , / le noyau de A — > B, V le noyau de A' —> B' , donc les parties fer- 
mées de Y et Y' définies par ces idéaux sont respectivement l'adhérence de Z — f(X) 
et l'adhérence de Z' = f'(X') = g^ 1 (Z). On veut établir que cette dernière est égale 
à g~ 1 (Z), ce qui résultera de /' = IA' , lui-même conséquence de la platitude de A' 
sur A. 
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Corollaire 4.2 . — Soient g: Y' — » Y un morphisme plat et quasi- compact, et Z' une 
partie fermée de Y 1 saturée pour la relation d'équivalence ensembliste définie par g. 
Alors on a Z' = g- 1 (g{Z')). 

On a en effet Z' = g^ 1 (Z), avec Z = g(Z'). On peut alors appliquer 4.1, en 
notant que la condition mise sur Z dans 4.1 est bien vérifiée en prenant pour X le 
préschéma Z' muni de la structure réduite induite par Y' . (Le fait que g soit quasi- 
compact assure alors que le morphisme induit /: Z' — > Y est quasi-compact). 

L'énoncé 4.2 signifie aussi que la topologie de g(Y') induite par Y est quotient de 
celle de Y'. En particulier : 

Corollaire 4.3 . — Soit g: Y' — > Y un morphisme fidèlement plat et quasi- compact. 
Alors g fait de Y un espace topologique quotient de Y', i.e. pour une partie Z de Y, 
Z est fermée (resp. ouverte) si et seulement si Z' = g _1 (Z) l'est. 

Rappelons maintenant que deux éléments a, b, de Y' ont même image dans Y 
si et seulement si ils sont de la forme p\(c),p2(c) pour un élément convenable c 
dans Y" = Y' xy Y'. 11 en résulte que si g est surjectif, on a un diagramme ex- 
act d'ensembles 

&>(Y) — > &>(Y') =4 &>{Y") , 

où pour tout ensemble E, on désigne par @>(E) l'ensemble de ses parties. Ceci posé, 
4.3 peut aussi s'interpréter ainsi : 

Corollaire 4.4 (Descente des parties ouvertes resp. fermées). — Soit g: Y'—*Y comme 207 
dans 4.3. Pour tout préschéma X , soit Ouv(X) resp. Fer(X) l'ensemble de ses parties 
ouvertes resp. l'ensemble de ses parties fermées. Alors on a des diagrammes exacts 
d'applications ensemblistes (déduits de g et des deux projections de Y" = Y' XyY') : 

Ouv(r) — > Ouv(r') =| Ouv(r") 

Fer(F) — > Fer(y') Fer (F") 

On a le complément suivant à 4.3 : 

Corollaire 4.5. — Soit g: Y' — > Y comme dans 4.3, et soit Z une partie de Y telle 
qu'il existe un morphisme quasi-compact f : X — » Y d'image Z (par exemple Z con- 
structible, Y noethérien). Pour que Z soit une partie localement fermée de Y, il faut 
et il suffit que Z' = g~ 1 (Z) soit une partie localement fermée de Y' . 

Il suffit de prouver le « il suffit ». Soit Y\ le sous-préschéma fermé de Y, ad- 
hérence de Z muni de la structure réduite induite, et soit Y{ = 7i Xy 7' le sous- 
préschéma fermé de Y' image réciproque de Y\. Son ensemble sous-jacent est l'image 
inverse g~ 1 (Yi) = g~ 1 (Z), donc est égal en vertu de 4.1 à Z'. Comme Z' est locale- 
ment fermé dans Y', il est ouvert dans Z' donc ouvert dans Y[. Or ce dernier est 
fidèlement plat et quasi-compact sur Yi, donc en vertu de 4.3 on en conclut que Z est 
ouvert dans Yi, i.e. dans Z, ce qui signifie que Z est localement fermé. 
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Corollaire 4.6 . — Soit g: S 1 — > S un morphisme fidèlement plat et quasi- compact, 
f: X — > Y un S -morphisme, /': X' — > y' le S' -morphisme qui s'en déduit par change- 
ment de base. Supposons que f soit une application ouverte (resp. une application 
fermée, resp. quasi- compacte et un homéomorphisme dans, resp. un homéomorphisme 
sur) ; alors f a la même propriété. 

Comme Y' est fidèlement plat et quasi-compact sur Y, on peut supposer Y = S. 

208 Soit Q une partie de X, on a alors (en désignant par h le morphisme de projection 
X'^X): 

9-\î{Q)) = f'{h-\Q)). 

Si Q est ouvert (resp. fermé), il en est de même de h~ 1 (Q), donc aussi de f'(h^ 1 (Qj) 
si on suppose /' une application ouverte (resp. fermée), donc il en est de même de f(Q) 
en vertu de la formule précédente et de 4.3. Cela prouve les deux premières assertions 
dans 4.6, il reste à examiner le cas où /' est un homéomorphisme dans, et prouver alors 
que / est un homéomorphisme dans. (Le cas d'un homéomorphisme sur résultera alors 
de 3.1). En vertu de 3.2 / est injectif, il reste à prouver que l'application X — > f(X) 
est ouverte. On sait déjà que / est quasi-compact en vertu de 3.3. Il suffit de prouver 
que pour toute partie fermée Z de X, on a Z = f~ 1 (f(Z)), ce qui équivaut à la 
formule analogue pour les images inverses par l'application surjective h: X' — > X, 
i.e. à 

z' = f-Hg-HTW), 

où on pose Z' = h~ 1 (Z). Or en vertu de 4.1 appliqué à la partie f(Z) de Y, on a 
g~ 1 (f(Z)) = g~ 1 (f(Z)), et la formule à prouver équivaut à 

z' = r 1 (rW)), 

qui résulte de l'hypothèse que /' est un homéomorphisme dans. 

N.B. Dans ce dernier raisonnement, supposant déjà que / est quasi-compact, on 
n'a pas utilisé que g est quasi-compact, mais seulement que g est fidèlement plat. 
Donc c'est sous cette hypothèse qu'on peut descendre la propriété « homéomorphisme 
dans », ou « homéomorphisme sur », ou encore grâce au raisonnement précédent, la 
propriété « /' est quasi-compact et fait de f'(X') un espace topologiquc quotient 
de X' ». 

Nous dirons qu'un morphisme /: X — y Y de préschémas est universellement ou- 
vert (resp. universellement fermé, resp. universellement bicontinu, etc.) si pour tout 
changement de base Y' — > Y, f : X' — » Y' est un morphisme ouvert (resp. fermé, 
resp. un homéomorphisme sur l'espace image). On tire alors de 4.6 : 

209 Corollaire 4.7. — Sous les conditions de 4.6, pour que f soit universellement ou- 
vert, {resp. universellement fermé, resp. un homéomorphisme dans universel, resp. 
un homéomorphisme universel), il faut et il suffit que f le soit. 
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Corollaire 4.8. — Sous les conditions de 4.6, pour que f soit séparé (resp. propre) il 
faut et il suffit que f le soit. 

Dire que / est séparé signifie que le morphisme diagonal X^lxylest fermé 
ou aussi universellement fermé, et la première assertion de 4.8 résulte donc de 4.7. 
Dire que / est propre signifie que / satisfait les conditions a) / est de type fini b) / 
est séparé c) / est universellement fermé. La condition a) se descend bien en vertu 
de 3.3, b) aussi d'après ce qu'on vient de voir, enfin c) également par 4.7. 

Remarques 4.9. — Rappelons que lorsque g: Y' — > Y est un morphisme plat de type 
fini, avec Y localement noethérien, alors g est un morphisme ouvert (VI 6.6) ce qui 
est un résultat plus précis que 4.3. On notera cependant que si / est un morphisme 
fidèlement plat et quasi-compact de préschémas noethériens, alors / n'est pas en 
général un morphisme ouvert. Soit par exemple Y un schéma irréductible dont le point 
générique y n'est pas ouvert (par exemple une courbe algébrique), et prenons pour Y' 
le schéma somme FHSpec(fc(y)), alors l'image par le morphisme structural Y' — > Y de 
la partie ouverte Spec(fc(y)) n'est pas une partie ouverte de Y. Le lecteur remarquera 
également que divers énoncés du présent exposé deviennent faux si on y abandonne 
l'hypothèse que le morphisme fidèlement plat envisagé est aussi quasi-compact, le 
cas type mettant les énoncés en défaut étant celui où on prend pour Y 1 le schéma 
somme des spectres des anneaux locaux des points de Y. Par exemple, prenant encore 
pour Y une courbe algébrique irréductible, et pour Z la partie de Y réduite au point 
générique, son image inverse dans Y' est ouverte, sans que Z soit ouverte. 

4.10. Divers énoncés du présent exposé restent valables en y remplaçant l'hypothèse 210 
que Y' soit plat sur Y par la suivante : il existe un Module de type fini F sur Y' , de 
support Y', plat par rapport à Y ; l'hypothèse de fidèle platitude sera alors remplacée 
par la précédente, plus l'hypothèse que Y' — > Y est surjectif. Ceci s'applique aux 
deux premières assertions dans 1.10, à 3.3, 3.5, 4.1 et par suite à tous les résultats du 
présent numéro. 



5. Descente de morphismes de préschémas 
Proposition 5.1. — Soit g: S' — > S un morphisme de préschémas. 
a) Supposons que g soit surjectif, et que l'homomorphisme 

soit injectif alors g est un épimorphisme dans la catégorie des préschémas, et même 
dans la catégorie des espaces annelés. 
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b) Supposons que g soit surjectif et fasse de S un espace topologique quotient de S'. 
Soit S" = S' x g S' et soit h: S" — » S le morphisme structural, considérons le dia- 
gramme d'homomorphismes canonique : 

et supposons ce diagramme exact. Alors g est un épimorphisme effectif dans la caté- 
gorie des préschémas {et aussi dans la catégorie des espaces annelés), i.e. le dia- 
gramme 

S^S'^ S" 

est exact. 

Démonstration. — a) Il faut montrer qu'un morphisme d'espaces annelés / : S — > Z 
est connu quand on connaît fg. Or comme g est surjectif, on connaît l'application 
ensembliste fo sous-jacente à /, reste à déterminer l'homomorphisme de faisceaux 

211 d'anneaux Gz — ► @s, °u ce qui revient au même l'homomorphisme de faisceaux 
d'anneaux 

u: fô\âz) — » G s 
défini par /. On connaît déjà l'homomorphisme 

défini par fg, ou ce qui revient au même, on dispose d'un homomorphisme 

On constate aussitôt que ce dernier n'est autre que le composé de g* : Gs —* 9*{&S') 
et de u, et comme g* est injectif, u est connu quand on connaît g*u. [N.B. on n'a 
pas utilisé évidemment que g : S' — » S est un morphisme de préschémas, l'énoncé 
vaudrait pour un morphisme quelconque d'espaces annelés ; la même remarque vaut 
pour b) , tant dans la catégorie des espaces annelés, que dans la catégorie des espaces 
annelés en anneaux locaux. Noter aussi que si g est un morphisme de préschémas pas 
nécessairement surjectif, mais tel que g* : Gs 9*{&s') s °it injectif, alors pour deux 
morphismes /i, fi de S dans un schéma Z tel que fig = fig, on a f\ = f^ ; en effet, 
si / est l'Idéal sur S qui définit le sous-préschéma de S des coïncidences de f\ , fi 
(image inverse du sous-préschéma diagonal de Z x Z par (/i, / 2 )), on voit que ï est 
contenu dans Ker(g*)]. 

b) On doit montrer que pour tout espace annelé Z, le diagramme suivant d'appli- 
cations 

Hom(S, Z) —f Hom(S", Z) z=% Hom(S", Z) 
est exact, et qu'il en est de même lorsque Z est un espace annelé en anneaux lo- 
caux et qu'on se borne aux homomorphismes d'espaces annelés en anneaux locaux. 
Comme on sait déjà par a) que la première application est injective, il reste à voir 
que si /' : S' — » Z est un homomorphisme d'espaces annelés tel que f'p\ = f'pi, 

212 alors /' est de la forme fg, où /: S — > Z est un homomorphisme d'espaces annelés. 
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Comme g est surjectif, il est alors évident que si /' est un morphisme d'espaces annelés 
en anneaux locaux, il en sera de même pour /. 

De l'hypothèse sur /' résulte que l'application ensembliste sous-jacente /g est con- 
stante sur les fibres de l'application g , donc comme cette dernière est surjective, /q 
se factorise de façon unique en f — fogo, où /o: S — > Z est une application, néces- 
sairement continue puisque g identifie 5 à un espace topologique quotient de S'. 
Considérons maintenant l'homomorphisme 

/o _1 (^z)— 

déduit de l'homomorphisme (fogo) (^z) — » @s' correspondant à /'. L'hy- 
pothèse f'pi = f'p2 s'interprète alors en disant que les composés de l'homomorphisme 
précédent avec les deux homomorphismes g*(ûs') h*{ûs") s °nt les mêmes donc 
d'après l'hypothèse b) il se factorise par un morphisme 

Ce dernier définit un morphisme d'espaces annelés f:S~^Z, qui est le morphisme 
cherché. 

Théorème 5.2. — Soit & la catégorie fibrée des flèches dans la catégorie Sch des 
préschémas (VI 11. a). Alors tout morphisme g: S' — » S fidèlement plat et quasi- 
compact est un morphisme de .^-descente (ou encore, comme on dit, un morphisme 
de descente dans Sch). 

Cela signifie donc ceci : soit S" — S' Xg S', et pour deux préschémas X, Y sur S, 
considérons leurs images inverses X', Y' sur S' et leurs images inverses X", Y" sur S", 
d'où un diagramme d'applications 

Kom s (X, Y) — > Hom s ,(X', Y') Hom s „ (X" , Y") ; 

ces notations posées, 5.2 signifie que ce diagramme est exact. On notera qu'il n'est 213 
pas vrai en général que g soit un morphisme de descente effective, i.e. que pour tout 
préschéma X' sur S', toute donnée de descente sur X' relativement kg: S' — > S soit 
effective. La question de réflectivité, souvent délicate, sera examinée au N° 7. 

On a vu [D], (compte tenu que dans Sch les produits fibrés existent) que 
l'énoncé 5.2 équivaut au suivant : 

Corollaire 5.3. — Un morphisme fidèlement plat et quasi-compact de préschémas est 
un épimorphisme effectif universel. 

Comme un morphisme fidèlement plat et quasi-compact reste tel par toute ex- 
tension de la base, on est ramené à prouver que c'est un épimorphisme effectif. On 
applique alors le critère 5.1 b), qui donne le résultat voulu, compte tenu de 4.3 et 1.7. 

Corollaire 5.4. — Soit g: S' — > S un morphisme fidèlement plat et quasi- compact, 
f : X — » Y un S -morphisme, f : X' — » Y' le S' -morphisme qui s'en déduit par le 
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changement de base S' — » S. Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il suffit 
que /' le soit. 

En effet, si /' est un isomorphisme, c'est aussi un isomorphisme pour les structures 
de descente naturelles sur X',Y', et comme le foncteur X ^> X' de Sch/s dans la 
catégorie des préschémas sur S' munis d'une donnée de descente relativement à g est 
pleinement fidèle par 5.2, la conclusion voulue apparaît. 

Corollaire 5.5. — Sous les conditions de 5.4, pour que f soit une immersion fermée 
(resp. une immersion ouverte, resp. une immersion quasi-compacte) il faut et suffit 
que f le soit. 

On peut supposer comme d'habitude Y = S, et il y a à prouver seulement le « il 
suffit ». Notons que le fait que X' /Y' soit muni d'une donnée de descente relativement 
kg: Y' — ► Y, et que le morphisme structural f':X'—> Y' soit une immersion donc un 
214 monomorphisme, implique que les deux sous-objets de Y" images inverses de X' /Y' 
par l'une et l'autre projection de S" dans 5" sont les mêmes. Si /' est une immersion 
fermée, il en résulte en vertu de 1.9 qu'il existe un sous-préschéma fermé X\ de Y 
dont l'image inverse par g: Y' — > F est X'. Donc par l'unicité de la solution d'un 
problème de descente relativement à un morphisme de ^-descente, il résulte que X\ 
est F- isomorphe à X, donc /: X — > Y est une immersion fermée. On procède de 
même pour une immersion ouverte, en utilisant 4.4. Si enfin /' est une immersion 
quasi-compacte, / est quasi-compact en vertu de 3.3, donc on peut appliquer à la 
partie f(X) de Y le critère 4.5, qui prouve que f(X) est localement fermé puisque 
son image inverse f'(X') dans Y' l'est. Remplaçant alors Y par une partie ouverte 
dans laquelle f(X) soit fermée, on est ramené au cas où /' est une immersion fermée, 
donc / l'est en vertu de ce qui précède. 

Corollaire 5.6. — Sous les conditions de 5.4, pour que f soit affine, il faut et il suffit 
que f le soit. 

On procède comme dans 5.5, en utilisant 2.1 (On peut aussi utiliser le critère 
cohomologique de Serre [EGA II 5.2], qui démontre 5.6 sans utiliser de technique de 
descente). 

Corollaire 5.7 . — Sous les conditions de 5.4, pour que f soit entier (resp. fini, resp. 
fini et localement libre) il faut et il suffit que f le soit. 

Il y a à prouver seulement le « il suffit », et comme d'habitude on peut sup- 
poser Y = S, Y affine, et Y' affine. Comme l'hypothèse implique que /' est 
affine, il en est de même de / d'après 5.6, donc X et par suite X' sont affines. 
Soient A, A', B, B' = B <% A A 1 les anneaux de Y, Y', X, X' . On a B = lim. B { , où Bi 
parcourt les sous-A-algèbres de B qui sont de type fini sur A, d'où B' = lim B[, où 
les B[ sont des sous-algèbres de type fini de la A'-algèbre B'. Si B' est entier sur A 1 ', 
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les B[ sont des modules de type fini sur A', donc A' étant fidèlement plat sur A, les Bi 
sont des modules de type fini sur A, i.c. B est entier sur A. On voit de même que 
si B' est fini sur A', B l'est sur A. Même conclusion pour « localement libre de type 
fini », cf. 1.11. 

Corollaire 5.8. — Sous les conditions de 5.4, supposons f quasi- compact et soient Jz? 215 
un Module inversible sur X , et ££' son image inverse sur X' . Pour que Jz? soit ample 
{resp. très ample) relativement à f, il faut et il suffit que Jz?' soit ample (resp. très 
ample) relativement à f . 

Il y a à prouver seulement le « il suffit ». L'hypothèse sur ££ implique en tous 
cas que /' est séparé, donc / est séparé par 4.8, et comme / est quasi-compact, 
et g : Y' — > Y est plat, le calcul des images directes par recouvrements affines montre 
qu'on a des isomorphismes 

0*(/.(j2?® n )) -^/:(js?'® n ) 

pour tout entier n, donc on a un isomorphisme 

g *{y)^y, 

où S* (resp. S*") désigne l'Algèbre graduée quasi-cohérente sur Y (resp. sur Y') 
somme directe des f*(Jîf® n ) (resp. des pour n ^ 0. Notons que pour 

tout n ^ 0, le conoyau de l'homomorphisme canonique /'*(«^) — » ££'® n est l'im- 
age inverse par X' — > X du conoyau de f*{,5^ n ) JSf® n , donc son support Z' n est 
l'image inverse du support Z n . Si Sâ 1 est ample l'intersection des Z' n est vide, donc 
comme X' — > X est surjectif, l'intersection des Z n est vide, i.e. on a un morphisme 
canonique 

j:X^Pvoj(y) 
(EGA II 3). D'ailleurs, le morphisme analogue 

/: X' — Proj(.*") 

n'est autre que celui qui est déduit du précédent par le changement de base Y' — > Y 
(loc. cit. ). Ceci posé, dire que est ample relativement à /' signifie que j' est une 
immersion, d'ailleurs nécessairement quasi-compacte puisque /' est quasi-compact. 
Donc en vertu de 5.5 j est une immersion, i.e. Sâ est ample relativement à /. - 
On procède de façon toute analogue dans le cas de « très ample », en se bornant 216 
ci-dessus à n = 1, et en remplaçant la considération de Proj(^) par celle du nbré 
projectif @ , (S fi \) associé à S\. 

Rappelons (EGA II 5.1.1) qu'un morphisme quasi-compact / est dit quasi-affine 
si pour tout ouvert affine U dans Y, / _1 (?7) est un préschéma isomorphe à un sous- 
schéma ouvert d'un schéma affine. On montre (loc. cit. ) qu'il revient au même de dire 
que ûx est ample (ou aussi : très ample) relativement à /. Donc 5.8 implique : 
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Corollaire 5.9. — Sous les conditions de 5.4, et supposant f quasi- compact, pour que f 
soit quasi-affine, il faut et il suffit que f le soit. 

Remarques 5.10. — L'exemple de variété non projective de Hironaka montre qu'on 
peut avoir un morphismc propre /: X — ► Y de variétés algébriques non singulières 
(avec Y projective), tel que Y soit réunion de deux ouverts Yî tels que Xi = X Xy Yi 
soit projectif sur Y i} mais / n'étant pas projectif. Donc posant Y' = Y\ II Y2, Y' est 
fidèlement plat et quasi-compact (et même quasi-fini) sur Y, f':X'—> Y' est projectif, 
mais / n'est pas projectif. Il faut donc faire attention que pour appliquer 5.8, et déduire 
du fait que /' est projectif la même conclusion sur /, il faut disposer déjà sur X' d'un 
Module inversible ££' ample pour /', muni d'une donnée de descente relativement 
à X' — » X, (ce qui permet de considérer Jzf' comme l'image inverse d'un Module 
inversible Jzf sur X, qui sera alors ample pour / grâce à 5.8). Lorsque g: S' — » S est 
fini et localement libre, voir cependant 7.7. 

6. Application aux morphismes finis et quasi-finis' 3 ' 

Nous allons démontrer les deux théorèmes suivants : 

Théorème 6.1. — Soit f:X^Y un morphisme propre à fibres finies, avec Y locale- 
ment noethérien. Alors f est fini. 

Théorème 6.2. — Soit f: X — » Y un morphisme quasi-fini et séparé, avec Y locale- 
ment noethérien. Alors f est quasi-affine, et a fortiori quasi-projectif. 

217 Remarques 6.3 . — Le théorème 6.1 est bien connu, et dû à Chevalley dans le cas 
de variétés algébriques ; on en trouvera aussi une démonstration simple dans [EGA 
III 4], utilisant le « théorème des fonctions holomorphes ». La démonstration donnée 
ici n'utilise pas ce dernier théorème, mais par contre la théorie de descente; nous 
la donnons comme prime au lecteur, car on l'a « pour rien » en même temps que 
celle de 6.2. Rappelons aussi ([EGA III 4] ou [1]) que la forme globale du « Main 
Theorem » de Zariski, déduit du « théorème des fonctions holomorphes », affirme que 
si /: X — > Y est quasi-fini et quasi-projectif Y étant noethérien, alors X est Y- 
isomorphe à un sous-préschéma ouvert d'un F-préschéma fini Z. La conjonction du 
« Main Theorem » et de 6.2 s'énonce donc ainsi : 

Corollaire 6.4. — Soit f : X — » Y un morphisme quasi-fini et séparé, avec Y 
noethérien. Alors X est Y -isomorphe à un sous-préschéma ouvert d'un Y -préschéma 
fini Z . 



( 3 )Cf. EGA IV 18.12 pour des généralisations à des préschémas non nécessairement localement 
noethériens 
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Une autre conséquence intéressante de 6.2 pour la théorie de la descente sera donnée 
avec 7.9. 

Démonstration de 6.1 et 6.2. — Nous admettrons le fait suivant, dont la démonstra- 
tion est facile^ 4 ) : 

Lemme 6.5. — Soit X un préschéma de type fini sur Y localement noethérien, et 
soit y G Y. Pour qu'il existe un voisinage ouvert U de y tel que X\U soit fini {resp. 
quasi-affine, resp. ...) sur U, il faut et il suffit que X Xy Spec(^j,) soit fini [resp. 
quasi-affine, resp. ...) sur Spec(^ y ). 

Comme d'autre part la propriété pour / : X — > Y d'être fini, resp. quasi-affine, est 
locale sur F, on est ramené pour prouver 6.1 et 6.2 au cas où Y est le spectre d'un 
anneau local, et est a fortiori de dimension finie. (N.B. on appelle dimension d'un 
préschéma Y le sup des dimensions de Krull de ses anneaux locaux). Nous procédons 
par récurrence sur 

n = dim(Y), 

l'assertion étant triviale pour n < 0. Nous pouvons donc supposer n ^ 0, et Tasser- 218 
tion démontrée pour les dimensions n' < n. On peut à nouveau supposer que Y 
est le spectre d'un anneau local noethérien A, de dimension n. Notons que les hy- 
pothèses faites dans 6.1 et 6.2 sont stables par changement de base (on s'en est 
déjà servi dans la réduction du début), elles resteront vraies après le changement 
de base Spec(A) — > Spec(A). Comme ce dernier est fidèlement plat et quasi-compact, 
les énoncés 5.7 et 5.9 nous ramènent au cas où A est de plus complet. Utilisant alors 
le fait que tout anneau local noethérien B sur A quasi-fini sur A est fini sur A, et le 
fait que X est séparé sur Y et la fibre de y est formée de points isolés, on trouve une 
décomposition 

X = X'U X" 

où X' est fini sur Y, et où la fibre de X" en y est vide. Si X est propre sur Y, il en 
est de même de X", donc son image dans Y est fermée, et comme elle ne contient 
pas y, elle est vide, donc X" = donc X = X', ce qui montre que X est fini sur Y et 
démontre 6.1 (N.B. l'hypothèse de récurrence est ici inutile). Si X est quasi-fini sur Y, 
X" l'est aussi, or X" se trouve en fait sur l'ouvert Y — {y} de Y, qui est de dimension 
< n. En vertu de l'hypothèse de récurrence, X" est quasi-affine sur Y — {y}, donc 
aussi sur Y, il en est évidemment de même de X', donc aussi de leur somme X, ce 
qui prouve 6.2. 

Remarque 6.6. — Les théorèmes 6.1 et 6.2 restent valables si on ne suppose plus Y 
localement noethérien, à condition de spécifier que l'on suppose / de présentation finie 
(cf. 3.6). En effet, on peut encore supposer Y affine, et alors on vérifie sans difficulté 
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que la situation / : X — > Y est déduite, par un changement de base Y — > Y a , d'une sit- 
uation f : X — > satisfaisant les mêmes hypothèses que /, avec F noethérien. Donc 
d'après le résultat 6.1 resp. 6.2, /o est fini resp. quasi-affine, donc il en est de même 
de /. Ce genre de raisonnement est souvent utile pour se débarrasser d'hypothèses 
219 noethériennes, (qui finissent toujours par être gênantes dans les applications). 



7. Critères d'effectivité pour une donnée de descente 

Considérons comme d'habitude un morphisme de préschémas 

g: S' — ► S 

et un S"-préschéma X' . Conformément aux faits généraux VII, 9< 5 \ la donnée d'une 
donnée de descente sur X', relativement à g, est équivalente à la donnée d'un couple 
d'équivalence [3] : 

q u q 2 :X"={X' 

tel que le morphisme structural X' — > 5" soit compatible avec ce couple et le couple 
d'équivalence 

Pl ,p 2 : S" = S' x s S'=$S' 

défini par g, et tel que les deux carrés (ou l'un des deux, cela revient au même par 
raison de symétrie) extraits du diagramme correspondant 

X' t= X" 
S' t= S" 

(en utilisant soit pi,qi, soit p 2 ,q 2 ), soit cartésien. Une solution du problème de de- 
scente posé par cette donnée de descente, i.e. un objet X sur S muni d'un isomor- 
phisme X XsS' X' compatible avec les données de descente, équivaut à la donnée 
d'un carré cartésien 



S^- — S' 

satisfaisant hq\ = hq 2 . 

220 Comme l'ensemble des morphismes fidèlement plats et quasi-compacts est stable 
par changement de base, et qu'un morphisme fidèlement plat et quasi-compact est un 
épimorphisme effectif en vertu de 5.3, il résulte de la théorie générale [D] : 



( 5 'n'existe pas ; voir exposé 212 du Séminaire Bourbaki (1962) 
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Proposition 7.1. — Supposons g: S' — » S fidèlement plat et quasi- compact. Pour 
qu'une donnée de descente sur X' relativement à g soit effective, il faut et il suf- 
fit que la relation d'équivalence R = («71,92) qu'elle définit soit effective (i.e. le quo- 
tient X' I R existe et X" devient le carré fibré de X' sur X' /R), et que le morphisme 
canonique X' — ► X 1 / R soit fidèlement plat et quasi- compact. 

Ainsi la question de l'effectivité d'une donnée de descente est un cas particulier 
de la question d'effectivité d'un graphe d'équivalence, et divers critères d'effcctivitc 
donnés dans ce numéro peuvent s'obtenir de cette façon. Néanmoins on dispose dans le 
contexte de la descente du théorème 2.1, qui implique que si X' est affine sur S' , toute 
donnée de descente sur X' relativement à g est effective, énoncé qui n'a pas d'analogue 
pour le passage au quotient par un graphe d'équivalence plat général. Tous les critères 
d'effectivité que nous donnons ici peuvent aussi être considérés comme déduits du 
précédent. 

Soit U' un sous-préschéma de X' (ou plus généralement un sous-objet de X' dans 
la catégorie Sch) ; on dit que U' est stable par la donnée de descente sur X', si on peut 
trouver sur U' une donnée de descente relativement à g, telle que l'immersion U' — > X' 
soit compatible avec les données de descente. Cela signifie aussi que les images inverses 
de U' dans X" par q\ et qi sont les mêmes (ou aussi, comme on dit, que U' est stable 
par la relation d'équivalence R), et bien entendu la donnée de descente en question 
sur U' est alors unique, et dite donnée de descente induite par celle de X'. Ceci posé : 

Proposition 7.2. — Soit (X-) un recouvrement de X' par des ouverts X[ stables par la 221 
donnée de descente. Pour que la donnée de descente sur X' soit effective, il faut et il 
suffit qu'il en soit de même des données de descente induites dans les X[. 

C'est là une conséquence facile de 7.1 par exemple, et le détail de la démonstration 
est laissé au lecteur. 

Corollaire 7.3. — Soit (Si) un recouvrement ouvert de S, et pour tout i soient SI et X[ 
déduits de S' et X' par le changement de base Si — > S. Pour que la donnée de descente 
sur X 1 soit effective, il faut et il suffit que, pour tout i, la donnée de descente sur X[ 
relativement à gi : 5- — » Si soit effective. 

Ce critère nous ramène toujours pratiquement au cas où S est affine. Dans le cas 
où S' est également affine, ce qui est le cas le plus fréquent dans les applications, on a : 

Corollaire 7.4. — Supposons S et S' affines. Pour que la donnée de descente sur X' 
soit effective, il faut et il suffit que X' soit réunion d'ouverts X- affines et stables par 
la donnée de descente. 

La suffisance provient de 7.2 et du fait que si X[ est affine, il est affine sur S' et 
on peut appliquer 2.1. Pour la nécessité, on note que si X' provient de X, et si X est 
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recouvert par des ouverts affines Xi , alors les X[ = Xi x$ S' sont des ouverts affines 
stables par les données de descente et recouvrant X'. 

Corollaire 7.5 . — Soit g: S' — » S un morphisme fidèlement plat, quasi-compact et 
radiciel. Alors g est un morphisme de descente effective, i.e. pour tout X' sur S', 
toute donnée de descente sur X' relativement à g : S' — > S est effective. 

En effet, en vertu de 7.3 on peut supposer S affine, donc comme S' est radiciel sur S 
donc séparé, S' est séparé. D'ailleurs pour tout x' G X' , la fibre R(x') = q 2 (qï (x')) 

222 de la relation d'équivalence ensembliste définie par la relation d'équivalence R est 
réduite à un point, car g étant radiciel, il en est de même de pi,p 2 qui s'en déduisent 
par changement de base S' — ► S, donc aussi de çi , q 2 qui se déduisent des précédents 
par changement de base X' — > S". Donc tout ouvert de X' est stable par la donnée 
de descente. Recouvrons alors X' par des ouverts affines X-, ils sont affines sur S 
puisque S' est séparé, donc la donnée de descente induite est effective par 2.1. On 
conclut alors par 7.2. 

On notera que 7.5 donne le seul cas connu d'un morphisme de descente effective 
dans la catégorie des préschémas, et c'est probablement le seul cas en effet, même en 
se limitant aux schémas noethériens, ou aux schémas de type fini sur un corps. 

Lorsqu'on suppose S localement noethérien et S' de type fini sur S, l'énoncé 7.5 
est aussi un cas particulier du suivant (qui généralise la descente galoisienne de Weil 
et la descente inséparable de Cartier) : 

Corollaire 7.6 . — Soit g: S' — > S un morphisme fini localement libre (i.e. défini par 
une Algèbre sur S qui est un module localement libre de type fini) et surjectif (donc g 
est fidèlement plat et quasi- compact, donc un morphisme de descente). Soit X' un S'- 
préschéma muni d'une donnée de descente. Pour que cette donnée soit effective, il 
faut et il suffit que pour tout x' e X' , la fibre R(x') = q 2 (qï (x 1 )) soit contenue dans 
un ouvert affine (condition automatiquement vérifiée si X' est quasi-projectif sur S'). 

La remarque entre parenthèses provient du fait que si s est le point de S au-dessous 
de x', alors R(x') est fini et contenu dans la fibre X' s , d'autre part comme X' est quasi- 
projectif sur S' et S' est fini sur S, X' est quasi-projectif sur S, ce qui implique qu'une 
fibre de X' sur S est contenue dans un ouvert affine. 

Comme toute partie finie d'un schéma affine admet un système fondamental de 
voisinages affines, on voit qu'on ne perd pas l'hypothèse en se restreignant au-dessus 
d'un ouvert affine de S, ce qui en vertu de 7.3 nous ramène au cas où S est affine. En 

223 vertu de 7.4, on est ramené à montrer que x' est contenu dans un ouvert affine stable 
par la donnée de descente. Soit en effet U un ouvert affine contenant R(x'), alors le 
saturé 

R(X' -U) = q 2 (qï 1 (X> - U)) 
ne rencontre pas R(x'), d'autre part comme q 2 est fini (car g donc p 2 l'est) donc 
fermé, le deuxième membre est une partie fermée de X' . Soit U' son complémentaire 
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dans X', c'est donc un ouvert saturé et on a 

R{x') d U' C U 

avec U affine, mais U' pas affine a priori. Comme une partie finie R(x') dans un 
schéma affine U a un système fondamental de voisinages affines de la forme U f , on 
voit, remplaçant / par sa restriction à U', qu'il existe une section / de Gjj telle que : 

R(x') C U' f , U' f est affine. 

Soit alors U" = q^ (U') = q^ (U'), désignons encore par qi,q2 les morphismes in- 
duits U" — ► U', et considérons 

/' = N 92 (gî(/)), 

où N 92 désigne la norme relativement au morphisme fini localement libre (72 '■ U" — > [/'. 
La compatibilité de la formation de la norme avec le changement de base implique 
facilement que /' est une section invariante : 

<zî(/') = «;(/') 

ce qui implique que U'f, est un ouvert saturé de U'. De façon plus précise d'ailleurs, 
désignant par Z(f') l'ensemble des zéros d'une section /', on trouve en vertu des 
propriétés des normes : 

Z(f') = q 2 (Z(qî(f))) = <7 2 (<hW))) = R(U' U' f ), 

ce qui implique que U'f, = U' — Z(f') est saturé, contient R(x'), et est contenu 224 
dans U'j. Comme ce dernier est affine, il s'ensuit que U'f, l'est aussi (car égal à (U'f) /» , 
avec /" = f'\U'f,). C'est donc un ouvert affine saturé contenant R(x') donc x', ce qui 
achève la démonstration. 

On notera que ce raisonnement s'applique chaque fois qu'on a une relation d'équiv- 
alence (ou même seulement de prééquivalence, cf. [3]) dans un préschéma X', fini et 
localement libre et d'ailleurs 7.6 est aussi un cas particulier du résultat analogue pour 
les prééquivalences finies et localement libres, cf. loc. cit. Même remarque pour 7.7 
ci-dessous. 

On peut aussi, une fois obtenue l'existence d'un ouvert quasi-affine saturé U' con- 
tenant x', faire appel à 7.9 et 7.2 ce qui évite le recours aux normes. 

Notons d'ailleurs que sous les conditions de 7.6, si la donnée de descente sur X' est 
effective, X' provenant de X sur S, alors le morphisme X' — > X est fini, localement 
libre et surjectif, car déduit de g par le changement de base X — » S. Il s'ensuit (EGA II 
6.6.4) que si X' est quasi-projectif sur S' donc sur S, alors X est quasi-projectif sur S, 
(un faisceau inversible relativement ample sur X étant obtenu en prenant la norme 
d'un faisceau inversible sur X' relativement ample sur S, ou sur S', cela revient au 
même). On obtient ainsi : 
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Corollaire 7.7 . — Un morphisme g: S' — » S fini localement libre et surjectif est 
un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée des préschémas quasi- 
projectifs sur d'autres, i.e. pour tout X' quasi-projectif sur S' , toute donnée de de- 
scente sur X' relativement à g est effective, et le S -préschéma descendu X est quasi- 
projectif sur S. 

Proposition 7.8. — Soit g: S' — > S un morphisme fidèlement plat et quasi- compact. 
Alors g est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée des présché- 
mas Z quasi- compacts sur un préschéma T, munis d'un faisceau inversible ample 
225 relativement à T. En particulier, pour tout préschéma X' sur S" , muni d'une donnée 
de descente relativement à g: S' —> S, et tout faisceau inversible ££' sur X' am- 
ple relativement à S', muni également d'une donnée de descente relativement à celle 
donnée sur X' , (i.e. muni d'un isomorphisme de q*{5?') avec q%(Jié"), satisfaisant la 
condition de transitivité habituelle) , la donnée de descente sur X' est effective, et le 
faisceau inversible £â sur le préschéma descendu X , déduit de ££' par descente, est 
ample relativement à S. 

La démonstration est toute analogue à celle de 5.8, en notant que sur l'Algèbre 
graduée quasi-cohérente S"' sur S' définie par Jzf' , il y a une donnée de descente, per- 
mettant de construire une Algèbre graduée quasi-cohérente S* sur S grâce à 1.1 d'où 
un P = Proj(^) sur S tel que P' = Proj(^") s'identifie avec sa donnée de descente 
à P Xs 5". Comme par hypothèse X' s'identifie à un ouvert de P' , nécessairement 
stable par la donnée de descente sur P' , la donnée de descente sur X' est également 
effective, et on obtient le préschéma descendu comme un ouvert dans P. Le détail est 
laissé au lecteur. — En particulier, faisant Jzf' = ûx', on trouve : 

Corollaire 7.9. — Soit g: S' — » S un morphisme fidèlement plat et quasi- compact, et 
soit X' un préschéma quasi-affine au-dessus de S' , alors toute donnée de descente 
sur X' relativement à g est effective, et le préschéma descendu X est quasi-affine 
sur S. 

En vertu de 6.2, ce résultat s'applique en particulier si S' est localement noethérien 
et X' est quasi-fini et séparé sur S', plus généralement si S' est quelconque et X' est 
de présentation finie, quasi- fini et séparé sur S' (cf. 6.6). 

Remarques 7.10. — Les résultats donnés dans ce numéro épuisent les critères actuelle- 
ment connus d'effectivité, et probablement même les critères utiles existants' 6 ^. On 
99R notera les contre-exemples suivants à l'appui de cette assertion : 



' 6 'Cette opinion s'est trouvée partiellement erronée, voir p. ex. J.P. MuRRE, Sém. Bourbaki 294 
(Appcndix), Mai 1965, et des résultats spéciaux (notamment de NÉRON et Raynaud). Pour la de- 
scente des schémas en groupes ; cf. M. Raynaud, thèse (1968). 
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(i) Si S est le spectre d'un corps, et S" est le spectre d'une extension quadratique 
galoisienne, on peut trouver un X' sur S' propre et lisse sur S", de dimension 3, muni 
d'une donnée de descente qui n'est pas effective (Serre). 

(ii) On peut trouver un S spectre d'un anneau local régulier de dimension 3 (si on 
veut, l'anneau local d'un schéma algébrique sur un corps de caractéristique donnée), 
un T revêtement principal de S de groupe Z/2Z, tel que, si t désigne l'un des points 
de T au-dessus du point fermé s de S, et S' = T — s, on puisse trouver un X' projectif 
sur S', régulier, muni d'une donnée de descente relativement kg: S' — ► S, cette donnée 
de descente n'étant pas effective. 

On utilise pour ces constructions l'exemple de Hironaka de variétés non projectives. 
Pour (i), il suffit d'utiliser le fait qu'on peut trouver au-dessus de k un schéma propre 
et lisse X de dimension 3, sur lequel G = Z/2Z opère sans inertie, et dans lequel 
il existe deux points a, b rationnels sur S, congrus sous G, qui ne sont pas contenus 
dans un ouvert affine. On pose alors X' = X k', on fait opérer G sur X' grâce aux 
opérations de G sur les deux facteurs, ce qui donne une donnée de descente sur X' 
relativement à g: Spec(fc') — > Spec(fc). Au-dessus de a resp. b, il y a exactement un 
point a' resp. b', (à extension résiduelle quadratique), et a' et b' sont congrus sous G, 
puisque X' — > X est compatible avec les opérations de G. Alors a' et b' ne peuvent 
être contenus dans un ouvert affine, soit U', car alors U = Xq — lm(X' — U') serait 
un ouvert de Xq contenant (a, b) et dont l'image inverse dans X' serait contenue 
dans V, donc quasi-affinc, donc U serait quasi-affine, et par suite (a, b) aurait un 
voisinage affine dans U. 

Pour (ii), on utilise le fait que dans l'exemple de Hironaka, Xq est obtenu 
comme préschéma propre au-dessus d'un fc-schéma projectif Y, lisse sur k (le mor- 
phisme / : X — > Y étant d'ailleurs birationncl, mais peu importe), le groupe G 
opérant également sur Y de façon compatible avec ses opérations sur Xq, enfin 
posant S' = Y — f(b), X' = X \S' , X 1 est projectif sur S'. Alors X est muni d'une 
donnée de descente naturelle relative au morphisme canonique Y — > S = Y/ G, grâce 227 
aux opérations de G sur X n compatibles avec ses opérations sur Y. Cette donnée de 
descente n'est pas effective, puisque (a, 6) n'est pas contenu dans un ouvert affine. La 
donné de descente induite sur X' relativement à g: S' — > S n'est alors pas effective, 
comme on vérifie facilement. 
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EXPOSÉ IX 



DESCENTE DES MORPHISMES ÉTALES. 
APPLICATION AU GROUPE FONDAMENTAL 



1. Rappels sur les morphismes étales 

Nous allons ici passer en revue les propriétés des morphismes étales (développés 
dans I) qui vont nous servir, en profitant de cette occasion pour éliminer de la théorie 
les hypothèses nocthériennes superflues. Le lecteur notera que même si on ne s'in- 
téresse qu'aux schémas noethériens, la technique de descente conduit à introduire des 
schémas non noethériens (tels que Spec(Â(g>A^4), où A est un anneau local noethérien), 
et pour pouvoir appliquer le langage des catégories fibrées, il importe de définir les 
notions telles que morphisme étale etc., sans y introduire de restriction noethéricnne. 
Le lecteur qui répugnerait à vérifier ou à admettre que les énoncés ci-dessous sont 
vrais sans hypothèses noethériennes, pourra se contenter de les admettre sous les hy- 
pothèses noethériennes de I, à condition d'introduire ces mêmes hypothèses noethéri- 
ennes dans les énoncés des numéros suivants, et d'utiliser la définition 1.1 ci-dessous 
pour les schémas non noethériens qui s'introduisent dans les raisonnements. 

Définition 1.1. — Soient /: X — ► S un morphisme de préschémas, et x un point de X. 
On dit que / est étale en x, ou que X est étale sur S en x, s'il existe un voisinage ouvert 
affine U de s — f(x), un voisinage ouvert affine V de x au-dessus de U, un schéma 
noethérien affine Uo, un t/o-schéma étale (I) et affine Vq, un morphisme U — * Uq, et 
un /7-isomorphisme 

V^V x Uo U. 

On notera que lorsque S est localement noethérien, cette terminologie coïncide 229 
avec celle de loc. cit. On dira de même que / est étale, ou que X est étale sur S, 
si / est étale en tout point x de X. Avec ces définitions, les propositions ci-dessous se 
ramènent sans difficulté au cas noethérien, où elles sont démontrées dans I N° 4, 5, 7. 
Pour des détails, le lecteur pourra consulter EGA IV^ . 



WDe façon précise, EGA IV 17, 18. 
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Remarques 1.2. — Si / est étale en x, alors / est « de présentation finie en x » 
(VIII 3.5), l'anneau local de x dans la fibre f~ 1 (s) est une extension finie sépara- 
ble de k(s), enfin / est plat en x. On peut montrer que la réciproque est vraie, donc 
que la définition 1.1 est la même que dans le cas où S est localement noethérien, sauf 
qu'il faut remplacer la condition « de type fini en x » par « de présentation finie en i ». 
Comme ce résultat est de démonstration délicate, nous n'avons pas voulu ici donner 
cette définition de la notion de morphisme étale, qui ne se prête pas directement à la 
démonstration des propriétés qui vont suivre. 

Notons d'abord qu'on a trivialement : 

Proposition 1.3. — Si f : X — » S est étale, alors tout morphisme /': X' — > 5" qui s'en 
déduit par changement de base S' — > S est également étale. 

On peut donc dire que les morphismes étales forment une sous-catégorie fibrée de 
la catégorie des flèches dans Sch (cf. VI 11 a)). L'objet du présent exposé est l'étude 
des propriétés d'exactitude de cette catégorie fibrée sur Sch. 

Proposition 1.4. — Soit f : X — > S un morphisme de préschémas. Pour que ce soit 
une immersion ouverte, il faut et il suffit qu 'il soit étale et radiciel. 

Cf. I 5.1. On en conclut que si X est étale sur S, toute section de X sur S est une 
immersion ouverte, donc, utilisant encore 1.4, on trouve : 

Corollaire 1.5. — Soit X un S-préschéma étale. Alors il y a une correspondance biu- 
230 nivoque entre l'ensemble des sections de X sur S, et l'ensemble des parties ouvertes T 
de X telles que le morphisme T — > S induit par le morphisme structural soit radiciel 
et surjectif. 

Si d'ailleurs X est séparé sur S, T sera une partie de X à la fois ouverte et fermée, 
mais peu importe. — Faisant un changement de base évident, on peut mettre 1.5 sous 
la forme en apparence plus générale : 

Corollaire 1.6. — Soient XetY deux S-préschémas, Y étant étale sur S. Alors l'ap- 
plication f t—*Tf qui associe à tout S -morphisme f de X dans Y la partie de X x$Y 
sous-jacente au graphe de f, est une bijection de Homs(V, Y) sur l'ensemble des par- 
ties ouvertes de T de X x 5 Y telles que le morphisme T — > X induit par pv 1 soit 
radiciel et surjectif. 

Proposition 1.7. — Soit Sq le sous-préschéma de S défini par un Nil-idéal quasi- 
cohérent, i.e. tel que So ait même ensemble sous-jacent que S. Alors le fondeur 
X 1 — ► X x g Sq de la catégorie des préschémas étales sur S dans la catégorie des 
préschémas étales sur Sq, est une équivalence de catégories. 
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Le fait que ce foncteur soit pleinement fidèle est une conséquence immédiate de 1.6. 
Le fait qu'il soit essentiellement surjectif est contenu dans 18.3. On notera que dans 
l'équivalence précédente, X est cle type fini i.e. quasi-fini sur S, (resp. fini i.e. un 
revêtement étale de S) , si et seulement si Xq satisfait à la condition analogue sur Sq ; 
même remarque pour la condition de séparation. Ces faits sont immédiats, et aussi 
contenus dans 2.4 plus bas. 

Corollaire 1.8. — Soit A un anneau local noethérien complet de corps résiduel k. Alors 
le foncteur B i— > B <X>a k est une équivalence de la catégorie des algèbres finies et étales 
sur A, avec la catégorie des algèbres finies et étales surk, [i.e. composées d'un nombre 
fini d'extensions finies séparables de k). 

Proposition 1.9. — Pour que X soit un revêtement étale de S i.e. fini et étale sur S, il 
faut et il suffit que X soit S -isomorphe au spectre d'une Algèbre g/ sur S, qui soit un 
Module localement libre de type fini, et telle que pour tout s G S, sf s ®e s k(s) soit une 231 
algèbre séparable sur k(s), donc en l'occurrence composée directe d'extensions finies 
séparables de k(s). 

Enfin le résultat suivant est de nature moins élémentaire, étant la conjonction 
de I 8.4 et du théorème d'existence de faisceaux en géométrie algébrique, (EGA III 5 ; 
cf. aussi [1] th. 3). 

Théorème 1.10. — Soient S le spectre d'un anneau local noethérien complet, X un 
S -schéma propre, Xq la fibre de X au point fermé de S, (de sorte que Xq est un sous- 
schéma fermé de X). Alors le foncteur restriction X' ^ X' XxXq est une équivalence 
de la catégorie des revêtements étales de X avec la catégorie des revêtements étales 
de Xq. 

2. Morphismes submersifs et universellement submersifs 

Définition 2.1. — Un morphisme g: S' — > S de préschémas est dit submersif s'il est 
surjectif, et fait de S un espace topologique quotient de S' (i.e. une partie U de S telle 
que /^ 1 (t^) soit ouverte, est ouverte). On dit que / est universellement submersif si 
pour tout morphisme T — > S, le morphisme /' : T' = S' Xg T — ► T déduit de / par 
changement de base est submersif. 

Il est immédiat que le composé de deux morphismes submersifs (resp. universelle- 
ment submersifs) est submersif (resp. universellement submersif), et qu'un change- 
ment de base dans un morphisme universellement submersif donne un morphisme 
universellement submersif (vu qu'on fait ce qu'il faut pour cela). Si fg est submersif 
(resp. universellement submersif), / l'est. 

Exemples 2.2. — a) Un morphisme surjectif qui est ouvert, ou fermé, est submer- 
sif, donc un morphisme surjectif universellement fermé ou universellement ouvert est 
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universellement submersif. Par exemple un morphisme propre surjectif est universelle- 
ment submersif. D'autre part un morphisme fidèlement plat et quasi-compact est uni- 
versellement submersif (VIII 4.3). Ce seront les deux cas les plus importants pour 
nous. 

232 On peut appliquer à un morphisme submersif ou universellement submersif 
g : S' — > S les raisonnements de VIII 4.3, on trouve en particulier : 

Proposition 2.3 . — Supposons g : S' — > S submersif. Alors le diagramme suivant d'ap- 
plications est exact : 

Ouv(S) — ► Ouv(S') =4 Ouv(S"), 

où S" = S" x s S', et où Ouv(V) désigne l'ensemble des parties ouvertes du 
préschéma X . 

Proposition 2.4 . — Soient g: S' — ► S un morphisme universellement submersif, 
f : X — > Y un S-morphisme, et f : X' — » Y 1 le S' -morphisme qui s'en déduit par 
changement de base. Pour que f soit ouverte (resp. fermée), il suffit que f le soit. 
Pour que f soit universellement ouverte, resp. universellement fermée, resp. séparée, 
il faut et il suffit que f le soit. Si de plus g est quasi- compact, et f localement de type 
fini, pour que f soit propre, il faut et il suffit que f le soit. 

Pour ce dernier point, on note que si /' est propre donc quasi-compact alors / 
est quasi-compact (VIII 3.3) donc de type fini puisqu'il est localement de type fini. 
D'autre part il est séparé et universellement fermé d'après ce qui précède, donc il est 
propre. 

Proposition 2.5 . — Soit S' un préschéma de type fini sur le spectre S d'un anneau 
local noethérien complet, supposons que la fibre du point fermé s de S soit finie, donc 
les anneaux locaux dans S' des points s' de cette fibre sont finis sur A = S . Soit S" 
le schéma somme des spectres des ûs',s' en question, considéré comme S -schéma fini. 
Pour que g: S' — > S soit universellement submersif, il faut et il suffit que le morphisme 
structural S" — > 5" soit surjectif. 

Comme il y a un S-morphisme naturel S" —> S', et qu'un morphisme fini surjectif 
est universellement submersif d'après 2.2, la condition énoncée est suffisante. Montrons 
donc que si S" —> S' n'est pas surjectif, alors g n'est pas universellement submersif. 

233 En effet, soit t un point de S qui n'est pas dans l'image de S" ; il existe alors un S- 
schéma T, spectre d'un anneau de valuation discrète, dont l'image dans S est {s,t}. 
Notons que l'image de S" dans S' est ouverte, car le morphisme S" — ► S' est un 
isomorphisme local, et d'autre part cette image contient S' s , et ne rencontre pas S' t . 
Il s'ensuit que l'image inverse de cette dernière dans T' = S' x 5 T est ouverte, et 
identique à l'image inverse du point fermé de T. Cela montre que T' — > T n'est pas 
submersif, donc S' — > S n'est pas universellement submersif. 
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Remarque 2.6. — Utilisant le critère IV 6.3 pour qu'une partie constructible d'un 
espace noethérien soit ouverte, on trouve facilement le critère valuatif suivant pour 
qu'un morphisme g : S' — > S de type fini, avec S localement noethérien, soit uni- 
versellement submersif : il faut et il suffit que pour tout 5-schéma T, spectre d'un 
anneau de valuation discrète, posant T' = S' x s T, l'image inverse dans T" du point 
fermé de T soit non ouverte. 

3. Descente de morphismes de préschémas étales 

Proposition 3.1 . — Soient g: S' — > S un morphisme surjectif de préschémas, X et Y 
deux préschémas sur S, X' , Y' leurs images inverses sur S'. Si Y est non ramifié 
sur S, alors l'application canonique 

Uom s (X,Y) — > Uom s >(X',Y') 

est injective. 

En effet, en vertu de 1.6, un 5-morphisme /: X — > Y est connu quand on connaît 
l'ensemble sous-jacent à son graphe T, qui est une partie de Z = X Xs Y. Comme 

Z' = Z x s S' = X' x s , Y' — > Z 

est surjectif, (puisque S' — » S l'est), cette partie T est connue quand on connaît son 
image inverse dans X' Xg» Y', qui n'est autre que l'ensemble sous-jacent au graphe 
de /'. D'où la conclusion. 

Une partie T de Z est le graphe d'un S'-morphisme /: X — » Y si et seulement 
si elle est ouverte, et si le morphisme induit par pr x de T dans Y est radicicl et 234 
surjectif cf. 1. Lorsque la première propriété est vérifiée, la deuxième l'est si et seule- 
ment si l'image inverse T' de T dans Z 1 satisfait la même condition VIII 3.1. Si on 
sait enfin que Z' — » Z est submersif, ce qui sera le cas en particulier si S" — > S est 
universellement submersif, alors F est ouvert si et seulement si T' l'est. Ainsi, l'ensem- 
ble Homs(V, Y) est alors en correspondance biunivoque avec l'ensemble des parties 
ouvertes T' de Z' telles que le morphisme projection prj : Z' — ► X' soit radiciel et 
surjectif, (i.e. correspondant à un S"-morphisme /': X' — > Y'), et qui sont saturées 
pour la relation d'équivalence définie par Z' — > Z, i.e. dont les deux images inverses 
dans Z" = Z' Xz Z' = Z Xs S" (où S" = S' x s S'), par l'une et l'autre projection, 
sont égales. Or ces dernières sont les graphes des deux ^''-morphismes X" — » Y" 
déduits de /' par changement de base, par l'une et l'autre projection S" — » S'. On a 
ainsi obtenu : 

Proposition 3.2 . — Soient g: S' — ► S un morphisme universellement submersif de 
préschémas, S" = S' x$ S', X et Y deux S -préschémas, X' et Y' leurs images 
inverses sur S', et X" , Y" leurs images inverses sur S". Si Y est étale sur S le 
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diagramme canonique suivant d'applications est exact : 

Rom s (X,Y) — >Rom s ,(X',Y') =^Hom s „(X" ,Y"). 

Prenant X et Y étales sur S, on trouve l'énoncé suivant, qui d'ailleurs redonne 3.2 
(même en se restreignant h X = S, auquel cas on peut en effet toujours se ramener 
dans 3.2, par le changement de base X — > S) ; 

Corollaire 3.3 . — Un morphisme universellement submersif de préschémas est un 
morphisme de descente pour la catégorie fibrée des préschémas étales sur d'autres. 

J'ignore d'ailleurs si c'est nécessairement un morphisme de descente effective pour 
la catégorie fibrée en question, même en faisant de plus l'hypothèse que S est 
noethérien et g de type fini, et en se bornant aux revêtements étales. Nous donnerons 
néanmoins au numéro suivant des critères utiles d'effectivité. 

235 Corollaire 3.4. — Soit g: S' — » S un morphisme universellement submersif, dont les 
fibres g^ 1 (s) sont « géométriquement connexes », i.e. pour toute extension K/k(s), 
g^ 1 (s)®k(s)^ es t connexe. Alors S' est connexe si S l'est. Le fondeur de la catégorie 
des préschémas étales sur S dans la catégorie des préschémas étales sur S' défini par g 
est pleinement fidèle. 

Une partie de S" qui est à la fois ouverte et fermée est saturée pour la relation 
d'équivalence ensembliste définie par g, puisque les fibres sont connexes, donc est 
l'image inverse d'une partie de S, qui est nécessairement ouverte et fermée puisque g 
est submersif. Si donc S est connexe, S' l'est. Cela implique aussi le résultat suivant : 
le composé fg de deux morphismes à fibres universellement connexes, / étant uni- 
versellement submersif, est à fibres universellement connexes ; si S[ et S 2 sur S ont des 
fibres universellement connexes, il en est de même de S[ XgS' 2 . En particulier, sous les 
conditions de 3.4, 5"' a des fibres universellement connexes sur S. Soient alors X et Y 
étales sur S, et soit u' un S"-morphisme de X' dans Y', prouvons qu'il est compatible 
avec les données de descente (ce qui entraîne la conclusion voulue grâce à 3.3). Or 
soient u" et u' 2 ' les deux S"'-morphismcs X" — > Y" déduits de u' . Le sous-préschéma 
de S" des coïncidences de u" et u' 2 ' est un sous-préschéma ouvert induit, fermé fibre 
par fibre, comme image inverse du préschéma diagonal de Y" sur S"( 2 \ C'est donc 
l'image inverse d'une partie de S. Comme elle contient la diagonale dans S", elle est 
identique à S", d'où u" — u 2 cqfd. 

4. Descente de préschémas étales : critères d'effectivité 

Proposition 4.1. — Soit g: S' — > S un morphisme fidèlement plat et quasi- compact. 
Alors g est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée des préschémas 
étales, séparés et de type fini sur d'autres. 



( 2 ) noter que les fibres de S' sur S sont séparées ! 
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C'est en effet un morphisme de descente pour la catégorie fibrée en question, en 
vertu de 3.3 ou de VIII 5.2 au choix. Reste à montrer que si X' est étale, séparé et 
de type fini sur S", et muni d'une donnée de descente relativement à g: S' — > S, cette 
dernière est effective dans la catégorie fibrée en question. Or on voit facilement que 
si X est un préschéma sur S, alors il est étale sur S si et seulement si il est étale 236 
sur S' (en vertu de la définition 1.1 et de loc. cit. 3.6). Donc il est étale, séparé et de 
type fini sur S si et seulement si X' l'est sur S', cf. par exemple 2.4. Donc il suffit 
de s'assurer de réflectivité de la donnée de descente sur X pour la catégorie fibrée 
des flèches de Sch. Or X' est quasi-affine sur S' en vertu de VIII 6.2 et 6.6. On peut 
alors conclure en utilisant VIII 7.9. Le lecteur notera d'ailleurs que la démonstration 
demande moins si on se borne aux préschémas étales et finis sur d'autres, car on peut 
alors invoquer directement VIII 2.1. 

Corollaire 4.2 . — Soient g: S' — » S un morphisme universellement submersif, X' un 
S' -préschéma étale séparé et de type fini, muni d'une donnée de descente relativement 
à g, Si — » S un morphisme fidèlement plat et quasi- compact, S[ et X[ déduits de S' 
et X' par le changement de base, de sorte que S[ — > Si est universellement submersif, 
X[ est étale séparé et de type fini sur S[, et muni d'une donnée de descente relative- 
ment à g\ \ S[ — ► Si. Pour que la donnée de descente sur X 1 soit effective, il faut et 
il suffit que la donnée de descente sur X[ le soit. 

Cela résulte de la théorie de la descente dans les catégories [D], compte tenu de 4.1 
et 3.3. 

On prouve de façon analogue : 

Corollaire 4.3 . — Soient g: S' — ► S un morphisme universellement submersif, X' 
un S' -préschéma étale muni d'une donnée de descente relativement à g, (Si) un re- 
couvrement de S par des ouverts. Pour que la donnée de descente soit effective, il faut 
et il suffit que pour tout i, la donnée de descente correspondante sur X[ = X x$ Si, 
relativement au morphisme gi~. S[ — S' x 5 Si — > Si, le soit. 

Ce dernier résultat conduit à dégager un critère d'effectivité local : 

Proposition 4.4. — Soit g: S' — > S un morphisme de présentation finie VIII 3.6 et 237 

universellement submersif, X 1 un préschéma étale et de présentation finie sur S' , 
muni d'une donnée de descente relativement à g, enfin a un point de S. Pour qu'il 
existe un voisinage ouvert U de a, tel que la donnée de descente correspondante 
sur X'jj — X' x 5 U relativement au morphisme 

9U : S' V = S' x s U -^S V = U 

soit effective, il faut et il suffit que la donnée de descente correspondante sur 
X' a = X' Xs Spec(<^ a ) 7 relativement au morphisme 

g a :S' a = S' x s Spcc(^ a ) — > S a = Spec(^ a ), 

soit effective. 
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La nécessité étant triviale, montrons la suffisance. On dispose donc d'un préschéma 
étale de type fini X a sur S a , et d'un isomorphisme 

(*) X' a ^X a x Sa S' a 

compatible avec les données de descente. Conformément à un sorite général facile 
sur les préschémas définis sur une limite inductive d'anneaux (ici les anneaux Af, 
où A est l'anneau d'un voisinage ouvert affine de a, et où / parcourt les éléments 
de A qui ne sont pas dans l'idéal premier correspondant à a), on peut trouver un 
voisinage ouvert U de a, un préschéma étale de type fini Xjj sur U = Su, et un 
Sa-isomorphisme X a Xjj Xs v S a . De plus, prenant U assez petit, on peut alors 
supposer que l'isomorphisme (*) provient d'un isomorphisme : 

X'u ► Xjj X Su S'jj] 

ce dernier pourrait ne pas être compatible avec les données de descente, cependant à 
condition de rétrécir U, il sera compatible avec les données de descente. Cela achève 
la démonstration. 

Corollaire 4.5. — Sous les conditions de 4.4, pour que la donnée de descente sur X' 
soit effective, il faut et il suffit que pour tout a G S , la donnée de descente corre- 
spondante sur X' a , relativement au morphisme S' a = S' Xj Spec(^ a ) — > Spec(^ a ), le 
soit. Lorsque S est localement noethérien, et X' séparé sur S' , on peut dans le critère 
précédent remplacer aussi O a V ar son complété. 

238 La première assertion résulte de 4.4 et 4.3, la deuxième est alors conséquence de 4.2. 
Utilisant encore 4.2 et le fait que pour tout anneau local noethérien A, on peut trouver 
un anneau local noethérien complet B, et un homomorphisme local A — > B, tel que B 
soit plat sur A et que B/mB soit une extension donnée du corps résiduel k = A/m 
de A, on trouve : 

Corollaire 4.6. — Sous les conditions de 4.4, supposons de plus X' séparé sur S' , et S 
localement noethérien. Pour que la donnée de descente sur X' soit effective, il faut et 
il suffit que pour tout préschéma Si sur S, spectre d'un anneau local complet à corps 
résiduel algébriquement clos, la donnée de descente correspondante sur X[ = X'xgSi, 
relativement au morphisme g\ : S[ — * Si, soit effective. 

Théorème 4.7. — Soit g: S' — » S un morphisme fini et surjectif et de présenta- 
tion finie (cette dernière hypothèse étant conséquence des autres si S est localement 
noethérien)^ . Alors g est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée 
des préschémas étales, séparés, de type fini sur d'autres. 



l 3 'On peut montrer qu'il suffit en fait que g soit un morphisme entier, en se ramenant au cas du 
texte par un procédé de passage à la limite dans le style EGA IV 8. 
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Il faut montrer que si X' est étale, séparé, de type fini sur S', et muni d'une 
donnée de descente relativement à g, alors cette donnée est effective. Utilisant 4.3, on 
se ramène facilement au cas où S est noethérien. Grâce à 4.5, on peut donc supposer 
que S est le spectre d'un anneau local noethérien, a fortiori que 

dirnS 1 = n < +00. 

On raisonne alors par récurrence sur dirnS* = n, l'assertion étant triviale pour n < 0. 
Supposons donc n ^ et le théorème démontré pour les dimensions n' < n. En vertu 
de 4.6 on est ramené au cas où S est le spectre d'un anneau local complet, donc S" 
est une réunion finie de spectres d'anneaux locaux complets. On a donc 

X' = x[ u x' 2 

où X[ est fini sur S', et où X' 2 n'a aucun point au-dessus d'un des points fermés de S'. 239 
Considérons les morphismes 

q 1 ,q 2 :X"=ÏX' 

correspondants à la donnée de descente, compatibles avec pi,p2 ■ S" — ] S' ■ On voit 
aussitôt que 

X" = q r\x[)u q r\x' 2 ) i = l,2 

est la décomposition canonique analogue de X" sur S", ce qui implique qï (X[) = 
q 2 1 (X[) et par suite X[ et X 2 sont munis de données de descente induites. Or soit T 
l'ouvert de S complémentaire de son point fermé, donc T' = S' x$T est la partie de S' 
complémentaire de l'ensemble des points fermés, et X 2 , qui se trouve tout entier au- 
dessus de T', est muni d'une donnée de descente relativement au morphisme T' — » T 
induit par g. Comme ce dernier est fini surjectif, et que dimT < dirnS 1 = n, cette 
donnée de descente est effective par l'hypothèse de récurrence. On voit donc qu'il suffit 
de prouver que la donnée de descente sur X[ est effective, donc on peut maintenant 
supposer X' étale et fini sur S'. (N.B. le raisonnement par récurrence est inutile si on 
se borne aux revêtements étales dans l'énoncé 4.7). Soit alors So le spectre du corps 
résiduel de A, soit S' = S' x# So et définissons de même S' ' , S " à partir des carrés et 
cubes fibrés S" et 5"" de 5" sur S. En vertu de 1.8, les morphismes 5o — > S, S a — > S' , 
etc. induisent des équivalences pour les catégories des revêtements étales de S et So 
d'une part, S' et S d'autre part, etc. D'après les sorites de la théorie de la descente 
dans les catégories [D], il s'ensuit que pour que g: S' — ► S soit un morphisme de 
descente effective pour la catégorie fibrée des revêtements étales, il faut et il suffit 
qu'il en soit ainsi de go ■ S' — » So ■ Mais c'est bien le cas, comme cas particulier de 4.1, 
par exemple. Cela achève la démonstration. 

Corollaire 4.8. — La conclusion de 4.7 subsiste si on suppose seulement que S' — > S 
est universellement submersifi de type fini et quasi-fini, pourvu qu'on suppose S lo- 
calement noethérien. 
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En vertu de 4.6, on peut en effet supposer que S est le spectre d'un anneau local 240 
nocthérien complet. Alors en vertu de 2.5, il existe un morphisme fini et surjectif 
S± — > S, et un S-morphisme Si — > S'. Comme Si — > S* est un morphisme de descente 
strict universel pour la catégorie fibrée envisagée, en vertu de 4.7, et que S' — > 5 est 
un morphisme de descente universel pour ladite, 4.8 résulte des sorites généraux [D]. 

Corollaire 4.9. — Soit g: S 1 — > S un morphisme de type fini, surjectif et universelle- 
ment ouvert, avec S localement noethérien. Alors g est un morphisme de descente 
effective pour la catégorie fibrée des préschémas étales, séparés et de type fini sur 
d'autres. 

Procédant comme dans 4.7, on est ramené au cas où S est le spectre d'un anneau 
local nocthérien et complet A. Soit Ai une algèbre finie sur A, de spectre Si, telle que 
Si — > S soit fini et surjectif, donc un morphisme de descente effective universel pour 
la catégorie fibrée envisagée, grâce à 4.7. Il résulte alors des théorèmes généraux [D] 
que g est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée envisagée, si et 
seulement si le morphisme correspondant gi : S[ — S' Xg Si — > Si l'est. Comme ce 
dernier satisfait aux mêmes hypothèses que g, on est ramené à prouver 4.9 pour Si 
au lieu de S. Prenant d'abord pour Ai le composé direct des A/pi, pour les idéaux 
premiers minimaux pi de A, on est ramené au cas où A est intègre. On montre alors*- 4 ) 
qu'il existe un sous-schéma intègre Si de S', quasi-fini sur S et dominant S, passant 
par un point de la fibre de S' en le point fermé y de S (grâce au fait que S' est uni- 
versellement ouvert de type fini sur S local noethérien intègre, et S' y ^ 0). Comme A 
est complet, Si est fini sur S, et comme il domine S, le morphisme Si — > S est sur- 
jectif. Remplaçant encore une fois S par Si, on est ramené au cas où S' a une section 
sur S, où l'énoncé est trivial. 

Théorème 4.10. — Soit g: S 1 — > S un morphisme fini radiciel surjectif, de présenta- 
tion finie {cette dernière condition étant superflue si S est localement noethérien^). 
241 Alors le fondeur image inverse induit une équivalence de la catégorie des préschémas 
étales sur S avec la catégorie des préschémas étales sur S'. 

Comme les morphismes diagonaux de S' dans S' x 5 S' et S' x 5 S' x s S' sont des 
immersions surjectives, donc induisent en vertu de 1.9 des équivalences des catégories 
des préschémas étales sur S' x 5 S' resp. S' XsS' XsS' avec la catégorie des préschémas 
étales sur S', il résulte des sorites de la descente [D] que tout X' étale sur S' est muni 
d'une donnée de descente et d'une seule relativement à g: S' — > S. Donc 3.3 implique 
que le foncteur image inverse par g, de la catégorie des préschémas étales sur S dans la 
catégorie des préschémas étales sur S', est pleinement fidèle. Reste à montrer qu'il est 



< 4 )Cf. EGA IV 14.3.13 et 14.5.4. 

( 5 )ll suffit même que g soit entier, radiciel surjectif, comme on voit par une réduction facile au cas 
du texte, style EGA IV 8, cf. SGA 4 VIII 1.1. 
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essentiellement surjectif, i.e. que tout X' étale sur S" est isomorphe à l'image inverse 
d'un X étale sur S. La question étant évidemment locale sur S et sur X', on peut 
supposer S, S', X' affines. Mais alors X 1 est séparé de type fini sur S', et on peut 
appliquer le critère d'effectivité 4.7. 

Corollaire 4.11 . — La conclusion 4.9 subsiste en remplaçant l'hypothèse sur g par : 
g est fidèlement plat, quasi-compact et radiciel. 

Même démonstration, en invoquant 4.1 au lieu de 4.7. 

On notera que la démonstration de 4.7 est « élémentaire » en ce qu'elle n'u- 
tilise pas les théorèmes de finitude et de comparaison pour les morphismes propres 
(EGA III 3, 4, 5). Il n'en est plus de même du résultat suivant : 

Théorème 4.12. — Soit g: S' — > S un morphisme propre, surjectif, de présentation 
finie (cette dernière hypothèse étant conséquence de la première si S est localement 
noethérien). Alors g est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée 
des revêtements étales de préschémas. 

En vertu de 3.3 et de 2.2, on est ramené à prouver que pour tout revêtement 
étale X' sur 5", muni d'une donnée de descente relativement h g: S' — » S, cette 
donnée de descente est effective. Utilisant 4.3, on est ramené facilement au cas où S 242 
est noethérien, et utilisant 4.6, on peut donc supposer que S est le spectre d'un 
anneau local noethérien complet A. Introduisons S" et S'" comme d'habitude, soit So 
le spectre du corps résiduel de A, et soient S' , Sq, S' " déduits de S', S", S" 1 par 
le changement de base Sq — > S, i.e. les fibres de S", 5"', S'" au point fermé de S. 
D'après 1.10, les morphismes So — ► S, Sq — > S", etc. induisent des équivalences de la 
catégorie des revêtements étales sur le schéma-but avec la catégorie des revêtements 
étales sur le schéma-source. Par suite, g. S' — > S est un morphisme de descente 
strict pour la catégorie fibrée des revêtements étales de préschémas, si et seulement si 
go ■ S' — ► So l'est, ce qui est bien le cas en vertu de 4.1. Cela achève la démonstration 
de 4.12. (Dans ce raisonnement, on n'avait besoin de 1.10 que le fait que le foncteur 
envisagé dans 1.10 est pleinement fidèle, ce qui n'utilise pas le théorème d'existence 
de faisceaux cohérents en géométrie algébrique.) 

5. Traduction en termes du groupe fondamental 

Soit 

g: S" — > S 

un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée des revêtements étales de 
préschémas, par exemple un morphisme propre, surjectif, de présentation finie (4.12), 
ou un morphisme fidèlement plat et quasi-compact. Introduisant comme d'habi- 
tude S", S'", et désignant par të, c €' , c é"' , c €" 1 la catégorie des revêtements étales 
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de S, S', S" , S'" respectivement, on a donc un diagramme 2-exact de catégories 

„* p\,p* 2 P21.P32.P31 
(*) ¥ c ê' ) <ë"' } W" 

correspondant au diagramme 

p pi,p 2 ^21,^32^31 

S <— S' ; 5" | 5"'. 

243 Supposons les préschémas S, S", S"', S"" sommes disjointes de préschémas connexes, ce 
qui sera le cas en particulier si ce sont des préschémas localement connexes, a fortiori 
s'ils sont localement noethériens (par exemple si S" est de type fini sur S localement 
noethérien). Alors les catégories fâ, c £' ... dans (*) sont des catégories multigaloisiennes 
V 9, décrites chacune par une collection de groupes topologiques compacts totalement 
disconnexes, savoir les groupes fondamentaux des composantes connexes des présché- 
mas S, S', S", S'". Nous supposons pour simplifier S connexe, et allons donner alors 
un procédé de calcul pour son groupe fondamental, en termes de la catégorie fibrée 
formée avec < é" , c é"' , c tê"" , convenablement explicitée à l'aide des groupes fondamen- 
taux exprimant ces catégories. Le lecteur notera que le procédé esquissé est valable en 
fait dans le cadre général des catégories multigaloisiennes (qui n'ont pas à provenir de 
préschémas donnés S, S' , S"', S""). C'est d'ailleurs l'analogue du procédé bien connu 
pour calculer le groupe fondamental d'un espace topologiquc S, réunion localement 
finie de sous-espaces fermés Si (ou réunion quelconque de sous-espaces ouverts Si), 
à l'aide des groupes fondamentaux des composantes des Si et des composantes des 
Si fl Sj . Bien entendu, la situation analogue dans le cadre des préschémas tombe bien 
dans le cadre général de la descente, en introduisant le préschéma S" somme des Si 
et le morphisme canonique g: S' —> S. 

Posons 

E' = w (S% E" = n (S"), E"> = MS'"), 
où 7r désigne le foncteur « ensemble des composantes connexes ». Comme les pro- 
duits fibrés de 5" sur S forment un objet simplicial de Sch, il est transformé par 
le foncteur ir en un ensemble simplicial dont E', E" , E'" sont les composantes de 
dimension 0, 1, 2. Nous aurons à utiliser les applications simpliciales 

Çi=7ro(Pi). (« = 1,2) et Qij =TTo(pij), (i,j) = (2, 1),(3,2),(3, 1), 

mises en évidence dans le diagramme 

<?1><?2 921,932,931 

(1) E' > E" | : E'". 

244 Les objets de E' seront notés avec un accent, comme s', ceux de E" resp. E'" seront 
notés avec un " resp. un "'. Le fait que S soit connexe se traduit par no(K) = 0, où K 
est l'ensemble simplicial défini par g : S' — > S, ou encore par le fait que la relation 
d'équivalence dans E' engendrée par le couple d'applications (91,(72) est transitive. 
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Nous choisirons une fois pour toutes un élément s' dans E', et pour tout s' dans E', 
un clément s' G E" tel que^ 6) 

9i( s ') = s o> ?2(s') = s', 
mettant ainsi en évidence la connexité de S. Pour tout s' G E' , choisissons un point 
géométrique s' dans la composante connexe s' de S' ; ce point interviendra en fait par 
le foncteur-fibre F' s , correspondant sur la catégorie multigaloisienne c ê' . Le groupe des 
automorphismes de ce foncteur, i.e. le groupe fondamental de S' en s', sera noté ir s i. 
On choisit de même des s" et des s'", donc des foncteurs F"„ et F"/„, d'où des groupes 
fondamentaux tt s » et w s "i . Ainsi 

7T S / = 7Tl(S", s'), 7T S " = lTl(S",s"), 7T S '" = 7T1 (5"', s'") . 

Pour tout s" G .E", pi(s") se trouve dans la même composante connexe que gi(s"), 
donc il existe un isomorphisme de foncteurs F s ", o — » (i.c. une « classe de 
chemins » depi(s") à qi(s")). Cette remarque se répète pour q 2 , et les qij. Choisissons 
toutes ces classes de chemins : 

jpff * ~ 771/ 771/// * ~ 771/// 

* t q i (s")^ *s"> °Pij * t q i j(a'"Y 

(pour i = 1,2 et (i, j) = (2, 1), (3, 2), (3, 1)). Il en résulte en particulier des homomor- 245 
phismes de groupes : 

// /// 

(2) qf : 7T S " > 7I"g,( S "): ?ij : ""s"' >7r 9, j (s'")' 

(mêmes valeurs de i et (i, j)). Enfin, rappelons-nous que dans la structure de catégorie 
clivée de fibres fé", figurent aussi des isomorphismes de foncteurs : 

P2lPl P*3lPl> P*2lP*2 P*32Pl> PllP*2 P*32P*2> 

déduits d'isomorphismes des deux membres respectivement avec les u* (i = 1,2,3), 
où les Ui sont les trois projections de S'" dans S'. Quand on explicite ces données, on 
trouve pour tout s'" un élément bien déterminé 

(3) af G ^vi(s'")i 

(où les Vi, i = 1,2,3 sont les trois applications E'" — > E' définies par Vi — 7r (ui)), 
d'ailleurs soumis aux conditions : 

qfqïï = mt(af)qfq s 3 ';' (s'I = q 21 (s"'), s' 2 ' = q 31 (s"% 

et les deux conditions analogues, faisant intervenir les 02 et 03. Le lecteur notera 
d'ailleurs que les données (1), (2), (3) permettent de reconstituer, à une équivalence de 
catégories fibrées près, la catégorie fibrée envisagée de fibres < é l " ', < é"" . Elles doivent 

( 6 )On fera attention que l'élément s' dont l'existence est admise implicitement, n'existe pas dans 
tous les cas. Par suite, le théorème 5.1 tel qu'il est énoncé ne s'applique pas dans tous les cas. Il 
n'est pas difficile cependant, en s'inspirant du texte écrit, de modifier l'énoncé de ce théorème de 
telle façon qu'il donne une méthode de calcul qui s'applique dans tous les cas. En particulier, les 
corollaires dudit théorème sont valables tels quels. 
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donc permettre en principe de reconstituer fé" à équivalence près, donc son groupe 
fondamental à isomorphisme près. Nous déterminerons en fait le groupe fondamental 
en le point géométrique p(sg) de S, i.e. le groupe des automorphismes de F', op*. 
On note que la donnée d'un objet X' de c ê' est équivalente essentiellement à la 

246 donnée d'ensembles finis X' s , (s' e E') où les 7iy opèrent continûment. Une donnée 
de recollement sur un tel objet revient alors à la donnée, pour tout s" G E", d'une 
bijection : 

<P>" : X Us") ^ X 'q2(s") 

compatible avec les opérations de ir s >> , opérant sur l'un et l'autre membre grâce aux 
homomorphismes qf : n s » — > 7r g< ( a »). Prenant d'abord les s" de la forme s', on voit 
qu'une telle donnée définit des bijections 

W : X' s , = F'(X') — > X' s , 

ce qui permet d'identifier les X' s , au même ensemble Fq(X') = X' s , , sur lesquels tous 
les groupes 7iy vont dès lors opérer. Cela posé, les bijections <p s " vont correspondre à 
des bijections 

g s „:F^X')^F^X>), 
soumis d'une part aux relations de commutation avec ir s " : 

a) 9s»q(\g") = q((g")gs» (s" e E", g" e n s „), 
d'autre part aux relations 

b) 9y = 97r (s'eE'), 

exprimant la façon dont nous avions identifié entre eux les X s > . Quand on explicite la 
condition pour qu'une telle donnée de recollement soit en fait une donnée de descente, 
on trouve les relations : 

C ) «3 9q 3 i(s"')0-{ = 3g 32 (V") a 2 9q 2 l{s'") (s"'GE"'). 

Cela nous donne une équivalence entre la catégorie des objets de c ê' munis d'une 

247 donnée de descente, et la catégorie des ensembles finis où les groupes 7iv opèrent 
continûment, munis de plus de bijections g s », satisfaisant les relations a), b), c). 
Soit alors G le groupe engendré par les groupes tt s i et les nouveaux générateurs g s » , 
soumis aux relations a), b), c), et soit n le groupe limite projective des quotients 
de G par les sous-groupes d'indice fini dont les images inverses dans les groupes ir s r 
soient des sous-groupes ouverts. On dit aussi que ir est le groupe de type galoisien 
engendré par les n s > et les g s » , soumis aux relations a), b), c). On constate aussitôt 
que la catégorie envisagée est aussi équivalente à la catégorie des ensembles finis où 
le groupe topologique tt opère continûment. Cela établit l'énoncé suivant : 

Théorème 5.1 . — Soit g: S' — > S un morphisme de préschémas qui soit un morphisme 
de descente effective pour la catégorie fibrée de revêtements étales de préschémas 
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(cf. 4.9 et 4.12). Supposons S connexe, et S', son carré fibre S" et son cube fi- 
bre S'" , sommes de préschémas connexes (ce qui est le cas par exemple si S' est 
de type fini sur S localement noethérien et connexe). Choisissons comme dessus : un 
point géométrique dans toute composante connexe de S' , S" , S 1 " , certaines classes de 
chemins, un s' Q G E' , et pour tout s' G E' un s" G E" dont les deux images dans E' 
soient s' et s'. (E' , E" , E'" désignent respectivement l'ensemble des composantes 
connexes de S" , S" , S'"). Alors le groupe fondamental de S en le point géométrique 
image de s' est canoniquement isomorphe au groupe de type galoisien engendré par 
les 7iy = 7Ti(S",s') (s 1 G E') et des générateurs g s >> (s" G E"), soumis aux rela- 
tions a), b) 7 c) ci-dessus faisant intervenir les éléments des groupes tt s u = tti(S" , s"), 
et les éléments af (i = 1, 2, 3, s'" G E'") introduits plus haut. 

Corollaire 5.2. — Supposons que S' et S" n'aient qu'un nombre fini de composantes 
connexes, et que les groupes fondamentaux des composantes connexes de S' soient 
topologiquement de génération finie. Alors le groupe fondamental de S est topologique- 
ment de génération finie. 

Ainsi, nous prouverons plus tard que le groupe fondamental d'un schéma projectif 248 
normal sur un corps algébriquement clos est topologiquement de génération finie. 
Utilisant le lemme de Chow et la normalisation des schémas algébriques, il s'ensuivra 
que le même résultat est vrai pour tout schéma propre sur un corps algébriquement 
clos. 

Corollaire 5.3 . — Supposons que S 1 , S", S'" n'aient qu'un nombre fini de composantes 
connexes, que les groupes fondamentaux des composantes connexes de S' soient 
topologiquement de présentation finie, et les groupes fondamentaux des composantes 
connexes de S" topologiquement de génération finie. Alors le groupe fondamental de S 
est topologiquement de présentation finie. 

On notera qu'on peut exprimer 4.9 (restreint aux revêtements étales) en disant 
qu'un morphisme fini radiciel surjectif de préschémas noethériens induit un isomor- 
phisme des groupes fondamentaux ; de façon imagée, on peut donc dire que le groupe 
fondamental est un invariant topologique pour les préschémas. On peut expliciter plus 
généralement, à l'aide de 5.1, l'effet sur le groupe fondamental d'opérations sur les 
préschémas, telles que le « pincement » du préschéma suivant un ensemble fini de 
points, ayant une signification topologiquc simple. On trouve par exemple : 

Corollaire 5.4. — Soient g : S' — > S un morphisme fini de présentation finie, T une 
partie discrète de S . Pour tout s £ S, soit n(s) le « nombre géométrique de points » 
dans la fibre g~ 1 (s) (qui s'explicite aussi comme le degré séparable de g^ 1 (s) sur k(s), 
somme des degrés séparables de ses extensions résiduelles). On suppose que pour 
s G S — T, on a n(s) = 1. Pour tout s G T, soit K s une extension algébriquement 
close de k(s), I s l'ensemble des points géométriques de S' à valeurs dans K s (c'est un 
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ensemble à n(s) éléments), I' s le complémentaire d'un point choisi de I s , et enfin V 
l'ensemble réunion des I' s . On suppose S' connexe. Alors le groupe fondamental de S 
est isomorphe au groupe de type galoisien engendré par le groupe fondamental de S' , 
et des générateurs gi (i G /'), soumis à aucune condition supplémentaire. 

249 Le détail de la démonstration est laissé au lecteur ; l'énoncé obtenu n'est que la 
traduction, en langage de la théorie des groupes, du fait qu'on a une équivalence de 
la catégorie C des revêtements étales de S, et de la catégorie des revêtements étales 
X' de S', munis pour tout s G T d'un système transitif de bijections entre les n(s) 
fibres de X' aux points de g^ 1 {s) à valeurs dans K s . (Sous cette forme intrinsèque 
bien entendu, il n'est plus nécessaire de supposer S' connexe). 

Exemple 5.5. — On prouve facilement que la courbe rationnelle V\ sur un corps al- 
gébriquement clos k est simplement connexe' 7 ). Donc le groupe fondamental d'une 
courbe rationnelle complète ayant exactement un point double, à n branches ana- 
lytiques, est le groupe de type galoisien libre engendré par n — 1 générateurs. Par 
exemple, dans le cas d'un point double ordinaire, on trouve le groupe fondamental Z, 
comme annoncé dans (I 11 a)). Par contre, l'existence d'un point de rebroussement 
(qui est un point « géométriquement unibranche » ) n'a pas d'influence sur le groupe 
fondamental. 

Corollaire 5.6. — Soit g: S 1 — > S un morphisme de préschémas universellement sub- 
mersif, à fibres géométriquement connexes, S étant connexe. Alors S' est connexe, 
et choisissant un point géométrique s' dans S' et désignant par s son image dans S, 
l 'homomorphisme 

7Tl(5',s') — >7Tl(S,«) 

est surjectif. Si g est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée 
des revêtements étales de préschémas (cf. 4.12), introduisant le point géométrique 
s" = diag(s') de S" — S' Xj S' , et les deux homomorphismes 

Pu,P2*:n 1 (S",s")^n 1 (S',s') 

induits par les deux projections, tti(S,s) est isomorphe au conoyau de ce couple 
de morphismes dans la catégorie des groupes de type galoisien, i.e. au quotient 

250 de 7Ti(S", s') par le sous-groupe invariant fermé engendré par les éléments de la forme 
P1.(S")P2.(S") _1 , avec g" G 7Ti(<S"', s"). 

On sait en effet par 3.4 que le foncteur X ^ X x s S' des revêtements étales sur S 
dans les revêtements étales sur 5" est pleinement fidèle, ce qui équivaut au fait que 
l'homomorphisme sur les groupes fondamentaux est un épimorphisme (V 6.9). La 
dernière assertion est une conséquence immédiate de la description 5.1. 



< 7 )Cf. Exp.XI 1.1. 
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Remarque 5.7. — Il n'est pas connu à l'heure actuelle si le groupe fondamental d'un 
schéma propre sur un corps algébriquement clos k est topologiqucmcnt de présen- 
tation finie®. Utilisant 5.3, une technique bien connue de sections hyperplanes, et 
la désingularisation des surfaces normales, on est ramené au cas d'une surface lisse 
sur k. Cela permet du moins de montrer, par voie transcendante, que la réponse est 
affirmative en caractéristique (et ceci sans être obligé d'admettre la triangulabilité 
de variétés algébriques singulières). En caractéristique p > 0, la difficulté principale 
semble dans le cas des courbes, dont on sait seulement que le groupe fondamental est 
un quotient de celui qui se présente dans le cas classique (cf. exposé suivant), le noyau 
par lequel on divise étant cependant fort mal connu. 

Remarque 5.8. — On pourrait expliciter d'autres cas particuliers que 5.4 et 5.6 où 5.1 
prend une forme particulièrement simple. Un cas intéressant est celui où S est le 
quotient de S" par un groupe fini d'automorphismes T. Alors la catégorie des revête- 
ments étales de S' est équivalente à la catégorie des revêtements étales X' de S' , où 
le groupe T opère de façon compatible avec ses opérations sur S' , de telle façon que 
pour tout s' G S' et tout g G IV (où IV désigne le groupe d'inertie de s' dans T), 
g opère trivialement dans la fibre X' s ,. Si S' est connexe cet énoncé s'interprète de la 
façon suivante. Soit C' la catégorie des revêtements étales de S' où T opère de façon 
compatible avec ses opérations sur S' (mais sans satisfaire nécessairement la condition 
ci-dessus sur les groupes d'inertie des points de S'). On voit facilement que c'est une 
catégorie galoisienne (V 5), et que pour tout point géométrique a' de S', le foncteur 251 
fibre X' i ► X' a , sur Cq est un foncteur fondamental. Soit tti(S' ,T; a') — G le groupe 
des automorphismes de ce foncteur, muni de sa topologie habituelle. On a alors une 
suite exacte canonique 

e — >n 1 (S',a') — >G — >T — >e 

(cas particulier de (V 6.13), où on prend pour S le revêtement trivial S' x T de S' défini 
par T, où on fait opérer T de façon évidente). D'ailleurs pour tout point géométrique b' 
de S", on a un isomorphisme 7Ti(S", T; b') — » G = 7Ti(S", T; a') défini à automorphisme 
intérieur près provenant de 7Ti(S", a'), et comme IV s'applique de façon évidente dans 
le premier membre, on obtient un homomorphisme 

u v : IV — > G, 

défini à automorphisme intérieur près (provenant de 7Ti(S", a')), dont le composé avec 
l'homomorphisme canonique G — > T est d'ailleurs l'immersion canonique IV - * T- 
Ceci posé, le groupe fondamental TTi(S,a) est canoniquement isomorphe au groupe 



( 8 'Cela semble très improbable dans le cas des courbes lisses de genre g ^ 2, en caractéristique 
p > 0. Quand on remplace 7Ti par son plus grand quotient premier à p, par contre, il semble que 
les techniques bien connues permettent de donner une réponse affirmative, même sans hypothèse de 
propreté. Cf. un travail en préparation de J.P. Murre. 
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quotient de G — ni(S', T; a') par le sous-groupe invariant fermé engendré par les im- 
ages des homomorphismes IV — > G. En particulier, l'image de ni(S', a') dans tti(S, a) 
est un sous- groupe invariant, et le quotient correspondant est isomorphe à un quotient 
de T. On peut d'ailleurs réduire le nombre des « relations » introduites en introduisant, 
pour tout g G T, g ^ e, le sous-préschéma S' g des coïncidences des automorphismes 
ids et g de S, en choisissant un point géométrique b' g i dans chaque composante con- 
nexe de S' g , puis un des homomorphismes correspondants 7Ti(S", T; b' g t ) — > G, d'où 
des relèvements 'g i de g dans G. Il suffit alors de prendre le quotient de G par le 
sous-groupe invariant fermé de G engendré par les g^ 

Lorsque a' est invariant par T, on voit aisément que T opère de façon naturelle 
sur 7Ti(5', a'), et G s'identifie au produit semi-direct correspondant. Identifiant alors T 
252 à un sous-groupe de G, on voit que dans les relations introduites plus haut, faisant 
b' = a', on trouve « g = e » pour g E I. Donc si S' a un point géométrique a' fixe 
par I (i.e. un point s' dont le groupe d'inertie est T), alors tti(S, a) est un groupe 
quotient du groupe quotient de type galoisien de TTi(S',a') obtenu en « rendant triv- 
iales » les opérations de T sur 7Ti(S", a') ; et il est même isomorphe à ce dernier groupe 
si on suppose que pour tout g E G, l'ensemble d'inertie S' g est connexe, donc passe 
par la localité de al . Cette dernière assertion est en effet contenue dans la deuxième 
description donnée plus haut pour les relations à introduire dans G. 

Ce dernier résultat s'applique en particulier si l'on prend pour S' la puissance 
cartésienne X n d'un préschéma connexe sur un corps algébriquement clos, pour T le 
groupe symétrique T = 6 n , opérant de la façon habituelle, d'où pour S la puissance 
symétrique rt-ième de S. Prenant alors pour a' un point géométrique localisé en la 
diagonale, on est sous les conditions précédentes, les ensembles d'inertie S' g contenant 
en effet tous la diagonale. Utilisant le fait, prouvé dans l'exposé suivant, que si X est 
propre connexe sur fc, le groupe fondamental de X n s'identifie à 7Ti(X)", on trouve 
le résultat amusant suivant : Si X est propre connexe sur k algébriquement clos, le 
groupe fondamental de sa puissance symétrique n-ième , n ^ 2, est isomorphe au 
groupe fondamental de X rendu abélien. (J'ignore si le fait analogue en Topologic 
algébrique est connu ; il devrait pouvoir s'établir par la même méthode de descente) . 
Prenons par exemple pour X une courbe rationnelle X = ~P\, on trouve une iV-ième 
démonstration du fait que P r k est simplement connexe, utilisant le fait que l'est. 
Prenons maintenant pour X une courbe simple sur fc, et n ^ 2^—1, de sorte que 
Symm n (X) est fibré sur la jacobienne J, de fibres des espaces projectifs, donc (comme 
on verra à l'aide des résultats des deux exposés suivants) a même groupe fondamental 
que J. On retrouve alors sans dévissage le fait bien connu que le groupe fondamental 
de la jacobienne de X est isomorphe au groupe fondamental de X rendu abélien. 
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6. Une suite exacte fondamentale. Descente par morphismes à fibres rela- 
tivement connexes 

Théorème 6.1 . — Soient S le spectre d'un anneau artinien A de corps résiduel k, k 
une clôture algébrique de k, X un S préschéma, Xo = X (gu k, Xo = X (gu k, â un 
point géométrique de X, a son image dans X, b son image dans S. On suppose que 
X est quasi-compact et géométriquement connexe sur k (N.B. si X est propre sur S, 
cela signifie que H°(X , &x ) es t un anneau artinien local de corps résiduel radiciel 
sur k). Alors la suite d'homomorphismes canoniques 

e i — ► 7r 1 (X ,â) > ni(X, a) — ► ni(S, b) — ► e 

est exacte, et on a 

ni(S, b) 7Ti(fc, k) = groupe de Galois de k sur k. 

Comme les groupes fondamentaux ne changent pas en châtrant par les éléments 
nilpotcnts, on peut supposer A = k, ce qui rend déjà évident le dernier isomorphisme. 
Soit k' la clôture séparable de k dans k, et considérons X' = X (E>k k', et l'image a' 
de â dans X' . On a une suite d'homomorphismes canoniques 

ei — ►7n(X ,â) — >ir 1 (X',a / ) — >Tr 1 (S , ,b r ) — >e 

(où S' = Spec(fc')). Enfin, on a un homomorphisme canonique de cette suite dans 
celle relative à X/k, grâce au diagramme 

S < X i X Q 

S' < X' i X 

On voit d'autre part que cet homomorphisme de suites de groupes est un isomor- 
phisme, comme il résulte de 4.11. On est donc ramené à prouver que la deuxième suite 
est exacte, i.e. on peut supposer que k est parfait. Soient alors fcj les sous-extensions 
galoisiennes finies de k dans k, posons Xi = X <g>k fcj, et soit ai l'image de â dans Xi. 
On laisse au lecteur le soin de vérifier que l'homomorphisme naturel 

iri(X ,a) lim 7Ti (Xi, 

est un isomorphisme, ce qui signifie simplement qu'un revêtement étale de X provient 254 
d'un revêtement étale d'un X if et que ce dernier est essentiellement unique, modulo 
passage à un Xj, j ^ i. D'autre part, soit iïi le groupe de Galois de fcj sur k, i.e. le 
groupe opposé au groupe des S'-automorphismes de Si = Spec(fci). Comme le foncteur 
S' i > X xs S' des revêtements étales de S dans les revêtements étales de X est 
pleinement fidèle (3.4), il s'ensuit que iTi est aussi isomorphe au groupe opposé aux 
groupes des X-automorphismes du revêtement principal connexe Xi de X. Il résulte 
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donc de V 6.13 que l'on a une suite exacte 

e i — > 7Ti(Xj, ai) — > tti(X, a) — > 7T; — > e. 

Passant à la limite projective sur i dans ces suites exactes, on trouve une suite exacte 
(puisqu'on est dans la catégorie des groupes de type galoisien), qui n'est autre que la 
suite envisagée dans 6.1. Cela achève la démonstration. 

La traduction de l'exactitude à droite dans 6.1 en langage géométrique est la suiv- 
ante : 

Corollaire 6.2. — Avec les notations précédentes, soit X' un revêtement étale de X, 
et soit X'o le revêtement étale correspondant de Xq. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) Il existe un S' étale sur S , et un X -isomorphisme X 1 -^-> X Xg S' , (S 1 est alors 
déterminé à isomorphisme unique près en vertu de 3.4). 
(h) X est complètement décomposé sur X - 
Si X' est connexe, ces conditions équivalent aussi à : 
(ii bis) X Q a une section sur X . 

(N.B. Ce dernier complément est essentiel; l'équivalence de (i) et (ii) signifie seule- 
255 ment que iti(S, b) est le groupe quotient de "ïï\{X, a) par le sous-groupe invariant 
fermé engendré par l'image de 7Ti(JTo, a), et non par cette image elle-même). Sous les 
conditions précédentes, nous dirons que X' est un revêtement géométriquement trivial 
de X. 

Remarque 6.3 . — On ne peut dans l'énoncé 6.1 remplacer k par une extension al- 
gébriquement close quelconque de k, même si k est déjà supposé algébriquement clos. 
En d'autres termes, il n'est pas vrai en général que si X est un schéma algébrique 
connexe sur un corps algébriquement clos fc, son groupe fondamental ne change pas 
en remplaçant k par une extension algébriquement close; c'est déjà faux par exem- 
ple en caractéristique p > pour la droite affine sur k, à cause des phénomènes de 
« ramification supérieure » au point à l'infini, impliquant une structure « continue » 
pour le groupe fondamental. Nous verrons cependant dans l'exposé suivant que de 
tels phénomènes ne peuvent se produire si X est propre sur k. Nous montrerons aussi 
par voie transcendante qu'il en est de même si k est de caractéristique nulle. 

Corollaire 6.4. Supposons que a soit localisé en unx G X qui est rationnel sur k (ou 
plus généralement, ayant un corps résiduel radiciel sur k). Alors la suite exacte 6.1 
est scindée. 

On peut supposer £ = Spec(fe). Si x est rationnel sur fc, il correspond à une 
section S — > X de X sur S, transformant b en a, et définissant un homomorphisme 
tti(S, b) — > tti(X, a) qui est le scindage cherché. Si k(x) est radiciel sur fc, on se ramène 
au cas précédent en faisant l'extension de la base Spec(fc(x)) — > Spec(fc). 
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Théorème 6.5. — Soient f : X — > S un morphisme propre et surjectif de présentation 
finie, à fibres géométriquement connexes, X' un préschéma de présentation finie et 
propre sur X , s un point de S, F — X s la fibre de X en s, et F[ une composante 
connexe de la fibre F' = X' s de X' en s. Pour qu'il existe un voisinage ouvert X[ 
de F[ dans X' , un S -schéma étale S[ et un X -isomorphisme X[ -^-> S[ Xjl, il faut 
et il suffit que X' soit étale sur X aux points de F[, et que F[ soit un revêtement 
géométriquement trivial de F. 

La nécessité de la condition étant triviale, il reste à prouver la suffisance. On se 256 
ramène facilement au cas où S est noethérien. Considérons la factorisation de Stein 

X — > T — > S de /, où T est le spectre de l'Algèbre f*(â'x) sur S. Comme les 
fibres de X sur S sont géométriquement connexes, et / est surjectif, le morphisme 
T — > S est fini surjectif et radiciel, donc (4.10) tout T' étale sur T provient par image 
inverse d'un S' étale sur S. Cela nous ramène à prouver 6.5 en y remplaçant S par T, 
i.e. dans le cas où on suppose f*(&x) = @s- Considérons alors la factorisation de Stein 

X I — » 5" — » S du morphisme propre h: X' — > S, où 5" est le spectre de l'Algèbre 
h^(â'x')- Les morphismes X' — > X et X' — » 5" définissent un morphisme canonique 

X' — ► X x s S', 

et notre assertion est contenue dans la suivante : 

Corollaire 6.6. — Soit f ' : X — > S un morphisme propre de préschémas localement 
noethériens, tel que f*(Û\x) — &s, et soit X' un préschéma propre sur X . Considérons 
la factorisation de Stein X' — -> S' — > S pour X' — > S , et le morphisme canonique 
X' — > X XsS' . Soient s un point de S, s' un point de S' au-dessus de s, correspondant 
à une composante connexe F[ de la fibre X' s de X' en s. Pour que le morphisme 
X' — > X x s S 1 ' soit un isomorphisme au-dessus d'un voisinage ouvert U' de s' étale 
sur S, il faut et il suffit que X' soit étale sur X en les points de F[, et que F[ soit un 
revêtement géométriquement trivial de la fibre F = X s . 

La nécessité étant encore triviale, il reste à prouver la suffisance. La conclusion 
signifie aussi que a) le morphisme déduit de X' — > X x s S' par le changement de base 
Spec(i^ s ') — > S' est un isomorphisme, b) S' est étale sur S en s', i.e. G a i est étale 
sur û a . Sous cette forme, on voit que la conclusion est invariante par changement 
de base Spec(i^ s ) — » S. Les hypothèses étant également stables par ce changement 
de base, on peut donc supposer que S est le spectre d'un anneau local noethérien 
complet. On peut de plus évidemment supposer X 1 connexe, ce qui implique ici que 
S' = Spec(û s ,), F' = F{. 

Comme l'ensemble des points de X' où X' est étale sur X est ouvert et contient la 257 
fibre X' s , = F', X' étant propre sur S, il s'ensuit que X' est étale sur X. Comme il in- 
duit sur F — X s un revêtement étale isomorphe à un F® k ^ L, où L est étale sur k(s), 
il résulte de 1.10 qu'il est isomorphe à un revêtement de la forme IxjT, avec T 
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étale sur S. (N.B. ici encore, il suffit d'utiliser que le foncteur de 1.10 est pleinement 
fidèle, qui résulte du fait qu'un isomorphisme formel de faisceaux cohérents sur X 
provient d'un isomorphisme de ces faisceaux). Donc, si T est défini par l'algèbre B 
finie sur A, X' s'identifie au spectre de l'Algèbre &x ®A B sur X, d'où résulte aus- 
sitôt, puisque f*{0x) = &s, que h*{0x>) est défini par B, donc l'homomorphismc 
canonique X' — » X x s S' n'est autre que l'isomorphismc envisagé X' —* X Xg T. 
Cela achève la démonstration. 

Corollaire 6.7 . — Sous les conditions de 6.5, pour qu'il existe un préschéma S' étale 
sur S et un X -isomorphisme X' — » X x$ S' , il faut et il suffit que X' soit étale 
sur X et que pour tout s G S , X' s , soit un revêtement géométriquement trivial de X s . 

En effet, s'il en est ainsi, X' est réunion d'ouverts X[ qui sont isomorphes à des 
images inverses de S[ étales sur S. On voit alors facilement que ces S- se recollent en 
un S' étale sur S, et qu'on obtient un isomorphisme X' — » X Xg S'. On peut dire 
par exemple que les X[ sont munis de données de descente relativement à X — ► S, qui 
se recollent nécessairement en une donnée de descente sur X' tout entier relativement 
à X — > S. Et comme cette dernière est effective sur les X-, il s'ensuit facilement (grâce 
à un sorite oublié au numéro 4) qu'elle est effective. On peut aussi énoncer 6.7 sous 
la forme suivante : 

Corollaire 6.8. — Soit f : X — > S un morphisme propre surjectif de présentation 
finie, à fibres géométriquement connexes. Alors f est un morphisme de descente ef- 
fective pour la catégorie fibrée des préschémas étales finis sur d'autres. Le foncteur 
S' i— ► X Xs S' induit une équivalence de la catégorie des préschémas étales et finis 
258 sur S avec la catégorie des préschémas étales et finis sur X qui induisent sur chaque 
fibre X s un revêtement géométriquement trivial. 

Remarque 6.9. — Soit /: X — > S un morphisme propre et surjectif, avec Y localement 
noethérien, alors / se factorise en un morphisme X — > S' satisfaisant l'hypothèse 
de 6.8, et un morphisme fini surjectif S' — > S justiciable de 4.7, donc en produit de 
deux morphismes qui sont des morphismes de descente effective universels pour la 
catégorie fibrée des préschémas étales et finis sur d'autres. On peut en conclure que 
/ lui-même est un morphisme de descente effective universel pour la catégorie fibrée 
envisagée. On retrouve ainsi 4.12 par une méthode différente. 

Remarque 6.10. — La conclusion de 6.7 ne reste pas valable si on remplace l'hypothèse 
que / est propre par : X est de type fini sur S et admet une section sur S (donc / 
est universellement submersif et un morphisme de descente pour la catégorie fibrée 
des préschémas étales sur d'autres), même lorsque S est le spectre d'un anneau de 
valuation discrète et lorsque X' est un revêtement étale de X. Pour le voir, on part 
d'un Z propre sur S, dont la fibre générale est une courbe rationnelle non singulière, 
et la fibre spéciale Z n consiste en deux droites concourantes. Par exemple, si t est une 
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uniformisante de l'anneau de valuation A, on prend le sous-schéma fermé Z de P\ 
défini par l'équation homogène x 2 + y 2 + tz 2 = (coordonnées homogènes x, y, z). On 
prend pour X le complémentaire du point singulier a de Zg dans la réunion Z U P|. 
Les fibres de X sont V\ et P| — a, donc sont géométriquement simplement connexes 
(i.e. tout revêtement étale d'une telle fibre est géométriquement trivial). Cependant 
on construit facilement, en procédant comme dans le N° 4, des revêtements étales de X 259 
qui ne proviennent pas de revêtements étales de S, par recollement de revêtements 
triviaux de Z — a et de P| — a. Il est possible par contre que la conclusion de 6.7 
subsiste si on y remplace l'hypothèse de propreté par celle que X soit universelle- 
ment ouvert de présentation finie sur S^- 9 \ C'est vrai du moins si on suppose que les 
fibres de X sur S sont géométriquement irréductibles, et non seulement géométrique- 
ment connexes. Signalons seulement qu'on peut dans cette question se ramener au 
cas où S est le spectre d'un anneau de valuation discrète complet à corps résiduel 
algébriquement clos. 

L'interprétation de 6.7 en termes du groupe fondamental est la suivante : 

Corollaire 6.11 . — Soit f : X — > S un morphisme propre surjectif de présentation 
finie, à fibres géométriquement connexes. On suppose X donc S connexe. Soient 
a un point géométrique de X, b son image dans S, et pour tout s e S, choisis- 
sons une clôture algébrique k(s) de k(s), un point géométrique a s de S s à valeurs 
dans cette extension, et une classe de chemins de a s dans a, d'où un homomor- 
phisme iri(X s ,a s ) — > tti(X, a), où X s = X s (S)k(s) k(s). Alors l'homomorphisme 
TTi(X,a) — ► Tri(S,b) est surjectif, et son noyau est le sous-groupe invariant fermé 
de TT\(X,a) engendré par les images des iri(X s ,a s ). 

Remarque 6.12. — Sous les conditions de 6.7, supposant S noethérien, on voit facile- 
ment que l'ensemble des points s G S tels que S' s , soit géométriquement trivial sur X s 
est un ensemble constructible; si X' est propre sur X, il est même ouvert, comme 
on voit sur 6.6. Cela permet donc, si S et un préschéma de Jacobson (par exemple 
de type fini sur un corps), ou X' est propre sur X, de se borner pour vérifier les 260 
conditions de 6.7 aux points s de 5 qui sont fermés. De même, dans 6.11 il suffit alors 
de prendre les m(X s , a s ) pour les points de S qui sont fermés. 
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EXPOSÉ X 



THÉORIE DE LA SPÉCIALISATION 
DU GROUPE FONDAMENTAL 



Dans le présent exposé, nous nous bornons à l'étude du groupe fondamental des fi- 
bres géométriques dans un morphisme propre, i.c. du groupe fondamental d'un schéma 
algébrique propre variable. Dans un exposé ultérieur, nous généraliserons la technique 
employée aux revêtements étales modérément ramifiés « à l'infini ». Cela nous donnera 
par exemple une solution du « Problème des trois points » dans le cas des revêtements 
galoisiens d'ordre premier à la caractéristique (i.e. une détermination des revêtements 
galoisiens de la droite P|, ramifiés au plus en trois points donnés et modérément 
ramifiés en ces points), et de ses variantes évidentes. 



1. La suite exacte d'homotopie pour un morphisme propre et séparable 

Définition 1.1. — Un préschéma X sur un corps k est dit séparable, ou séparable sur k, 
si pour toute extension K de k, X K est réduit. Si /: X — > Y est un morphisme 
de préschémas, on dit que / est séparable, ou que X est séparable sur Y, si X est plat 
sur Y et si pour tout y E Y, la fibre X ®y k(y) est séparable sur k(y). 

Si X est un préschéma sur un corps k, dire qu'il est séparable signifie aussi qu'il est 
réduit, et que les corps k(x), pour x point générique d'une composante irréductible 
de X, sont des extensions séparables de k. Si k est parfait, il revient donc au même 
de dire que X est réduit. Notons que si X est séparable sur Y, alors pour tout 
changement de base Y' — ► Y, X' = X Xy Y' est séparable sur Y'. On peut prouver 
aussi, moyennant des hypothèses de finitude convenables, que le composé de deux 
morphismes séparables est un morphisme séparable. Nous en aurons besoin seulement 262 
sous la forme suivante : si X est séparable sur Y , et X' étale sur X , X' est séparable 
sur Y. C'est en effet une conséquence immédiate des définitions et 1 9.2. Par ailleurs, 
l'hypothèse « morphisme séparable » nous servira par l'intermédiaire de la proposition 
suivante : 
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Proposition 1.2. — Soit f : X — > Y un morphisme propre et séparable, avec Y lo- 

f' 

calement noethérien, et considérons sa factorisation de Stein X ► Y' — ► Y, (où 

fi(^x) = &Y'i Y' étant fini sur Y et isomorphe au spectre de l'algèbre 
Alors Y' est un revêtement étale de Y. 

Cette proposition figurera dans (EGA III 7)^\ Indiquons le principe de la dé- 
monstration. On se ramène facilement au cas où Y est le spectre d'un anneau lo- 
cal complet A, et faisant encore une extension finie plate convenable de ce dernier 
(correspondant à une extension résiduelle convenable) , on peut supposer que les com- 
posantes connexes de la fibre du point fermé y sont géométriquement connexes, ce 
qui signifie aussi que Hf?(X y , Gx y ) se décompose en un produit de corps identiques à 
k = k(y). Supposant alors X connexe, ce qui est loisible, on aura H°(X y , &x v ) = k, 
donc l'homomorphisme A — > H° (X y , ûx y ) est surjectif. On en conclut par une propo- 
sition générale (du type Kùnneth) que f*(@x) est défini par un module B sur A qui 
est libre sur A, et que B/mB — ► H a (X y , &x y ) — k est bijectif. Donc en l'occurrence 
B est une algèbre étale sur A, ce qui achève la démonstration. 

Théorème 1.3 . — Soit f : X — > Y un morphisme propre et séparable, avec Y locale- 
ment noethérien et connexe, et supposons f*{ûx) = &Y (ce qui implique que les 
fibres de X sur Y sont géométriquement connexes, et réciproquement grâce à 1.2). 
Soient y un point de Y, k(y) une clôture algébrique de k(y), X y = X y (Sk(y) k(y). 
Soient enfin X' un revêtement étale connexe de X , et X y = X' y ®h{y) k(y). Pour qu'il 
existe un revêtement étale Y' de Y et un X -isomorphisme X' — ► Ixy Y', il faut 
et il suffit que X' y admette une section sur X y . 

Posant Y' = Spec(ft*(^!x')) ( ou h: X' — > F est le morphisme composé 
X 1 — > X — > Y), il suffit de prouver que le F- morphisme canonique 

X' — > X x Y Y' 

est un isomorphisme, et que Y' est étale sur Y. Or nous savons déjà par 1.2 que Y' 
est étale sur Y, donc X x Y Y' est étale sur X, donc le morphisme l'^Ixyl" est 
également étale (I 4.8). D'ailleurs, Y' est connexe comme image de X' qui l'est, donc 
X Xy Y' est connexe puisque X est à hbres connexes sur Y (IX 3.4 et V 6.9 (ni)). 
Donc pour prouver que l'^Ixyl" est un isomorphisme, il suffit de voir que son 
degré de projection en un point de X Xy Y' est égal à 1. Or ceci résulte facilement 
de l'hypothèse que X' y admet une section sur X y , soit par utilisation de IX 6.6, 
soit plus simplement en notant qu'il suffit de prouver l'existence d'un tel point dans 
X x Y Y' après changement de base Spec(fc(y)) — ► Y, où cela est évident. Cela achève 
la démonstration de 1.3. 
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Tenant compte de IX 3.4 et du dictionnaire V 6.9 et V 6.11, on peut mettre 1.3 
sous la forme équivalente suivante 

Corollaire 1.4. — Avec les notations précédentes pour f: X — » Y et X y , soit a un 
point géométrique de X y , a son image dans X et b son image dans Y. Alors la suite 
suivante d'homomorphismes de groupes est exacte : 

■Ki(X v ,a) — ► m(X,a) — > 7Ti(y, b) — > e. 

Remarques 1.5. — On notera que la démonstration de 1.3 fait intervenir de façon es- 
sentielle 1.2 et par là le « premier théorème de comparaison » en géométrie algébrico- 
formelle. Par contre, la théorie de la descente de l'exposé IX n'est intervenue que 264 
par l'intermédiaire de IX 3.4, dont une démonstration directe dans le cas d'un mor- 
phisme propre f : X — ► F tel que f*(€?x) = @y est facile. Soit en effet Y' étale 
sur Y et supposons que X' = X x Y Y' soit somme disjointe de deux ouverts non 
vides, prouvons qu'il en est de même de Y'. En effet, on aura Y' = Spec(si), donc 
X' = Spec(^) avec Së = si ®e Y &x, et la décomposition de X' en somme directe 
correspond à une décomposition de 3ê en produit de deux Algèbres non nulles Sê\ et 
ë$<2,. Comme f*{ûx) — @y on conclut facilement f*{£ê) = s/, donc s/ sera somme de 
deux Algèbres (non nulles également, car leurs sections unité sont non nulles) /*(^i) 
et f*{âê 2 ), cqfd. 

1.6. Supposons encore que / soit propre et séparable, mais ne faisons plus d'hy- 
pothèse sur f*{0x), qui correspondra à un revêtement étale Y' bien déterminé de Y, 
d'ailleurs ponctué au-dessus de b par l'image b' de a. Appliquant alors 1.4 au mor- 
phisme canonique X — ► Y' , et supposant / surjectif, la suite exacte 1.4 est remplacée 
par la suivante, analogue de la suite exacte d'homotopie des espaces fibrés en topolo- 
gies algébriques : 

ni(X y ,a) — > m(X,a) — > 7Ti(y, b) — > -K (X y ,a) — ► 7r (A, a) — > ttq{Y 7 b) — > e. 

Bien entendu, dans 1.4 on ne peut pas en général affirmer que l'homomorphisme 
TTi(X y ,â) — » iï\{X,a) soit injectif; en topologie algébrique, son noyau est l'image de 
n-2(Y, 6), et il y aurait lieu en géométrie algébrique également d'introduire des groupes 
d'homotopie en toutes dimensions, et la suite exacte d'homotopie complète pour un 
morphisme propre satisfaisant des hypothèses convenables (par exemple d'être un 
morphisme lisse). On ne dispose à l'heure actuelle d'aucun résultat dans ce sens, à 
l'exception d'une définition raisonnable (sinon définitive) des groupes d'homotopie 
supérieure. 

Corollaire 1.7. — Soient k un corps algébriquement clos, X et Y deux préschémas 
connexes sur k, on suppose X propre sur k et Y localement noethérien. Soient a 265 
un point géométrique de X , b un point géométrique de Y à valeurs dans la même 
extension algébriquement close K de k, considérons le point géométrique c — (a, b) 
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deXxkY, et l'homomorphisme wi(XXkY, c) — > m ( X, a) x -k\ (Y, b) déduit des homo- 
morphismes sur les groupes fondamentaux associés aux deux projections X Xk Y — > X 
et X Xfe y — » Y '. L'homomorphisme précédent est un isomorphisme. 

Supposons d'abord K = k. Posons Z = X x kY , considérons la projection / : Z — > Y 
et la localité y du point géométrique b de y, appliquons à la situation le résultat 1.4. 
On notera pour ceci que quitte à passer à X^d (ce qui ne change pas les groupes fon- 
damentaux envisagés), on peut supposer déjà X réduit donc séparable sur k, donc Z 
est séparable sur k, et évidemment à fibres géométriquement connexes (puisque X est 
connexe). La fibre géométrique de Z en b est canoniquement isomorphe à X®kK = X. 
D'autre part, comme le composé des morphismes X — > Z — » X est l'identité, on trouve 
que tt\(X, a) — » 7Ti(Z, c) est injectif et 1.4 nous donne une suite exacte : 

e — ► 7Ti (X, a) — ► 7Ti (Z, c) — ► 7Ti (F, 6) — ► e. 

D'autre part, on a la suite exacte canonique : 

e > 7Ti (X, a) — > 7Ti (X, a) x 7Ti (F, b) — ► 7Ti (F, b) — ► e, 

où les deux homomorphismes écrits sont l'injection canonique et la projection canon- 
ique. On a enfin un homomorphisme de la première suite exacte dans la deuxième, à 
l'aide des morphismes identiques sur les termes extrêmes, et l'homomorphisme canon- 
ique tti(Z,c) — » ni(X, a) x ir\(Y,b) pour les termes médians. La commutativité du 
diagramme ainsi obtenu se vérifie trivialement. Comme les homomorphismes sur les 
termes extrêmes sont des isomorphismes, il en est de même pour les termes médians, 
ce qui prouve 1.7 dans ce cas. 

Lorsqu'on ne suppose plus K = k, on trouve seulement un isomorphisme 

tti(Z,c) — y m{X ® fc K,a) x ni{Y,b), 

266 et 1.7 équivaut alors au cas particulier suivant : 

Corollaire 1.8. — Soient X un schéma propre et connexe sur un corps algébriquement 
clos k, k' une extension algébriquement close de k, a' un point géométrique de X®kk' 
eta son image dans X. Alors l'homomorphisme canonique 7ri(X<g>fcfc', a') iri(X,a) 
est un isomorphisme. 

Le fait que cet homomorphisme soit surjectif équivaut à dire que si X' est un 
revêtement étale connexe de X, alors X' ®k k' est également connexe, et résulte aus- 
sitôt du fait que k est algébriquement clos ; c'est aussi un cas particulier de IX 3.4. 
L'hypothèse de propreté sur X n'a pas encore servi. Ceci dit, dire que l'homomor- 
phisme envisagé est injectif signifie aussi ceci : tout revêtement étale de X k' est 
isomorphe à l'image inverse d'un revêtement étale de X. Il est essentiellement sorital 
qu'on peut trouver une sous-fc-algèbre A de k', de type fini sur k, et un revêtement 
étale de X (g>fc A dont l'image inverse sur X (x)k k' soit isomorphe au revêtement donné. 
Soit donc Y = Spec(A), qui est un fc-schéma intègre de type fini, donc a des points 
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rationnels sur k. Appliquons alors 1.7 au groupe fondamental de X x Y en un point 
(a, b) rationnel sur k : on trouve que tout revêtement étale connexe de X x Y est 
isomorphe à un quotient d'un revêtement X' x Y' , où X' , Y 1 sont des revêtements 
galoisiens étales de X et Y de groupes G, G' par un sous-groupe H de G x G". Cela 
implique que l'image inverse de ce revêtement de X x Y sur X x Y' est isomorphe à 
un revêtement de la forme X[ xY', où X[ est un revêtement étale de X. Si donc L 
est le corps des fonctions de Y, égal au corps des fractions de A dans k', le revêtement 
étale de X ®fc L induit par le revêtement donné de X x,t Y est tel qu'il existe une ex- 
tension finie séparable L' de L, telle que l'image inverse dudit revêtement sur X ®kL' 
est isomorphe à X[ ®k L 1 . Or k 1 étant algébriquement clos, on peut supposer que 
l'extension V de L est contenue dans k'. Cela prouve que le revêtement étale donné 
de X <8)fe k' est isomorphe à X[ ®fc k', cqfd. 

La forme explicite signalée en passant pour les revêtements étales d'un produit 
X x k Y implique aussitôt le résultat suivant : 

Corollaire 1.9. — Soient k un corps algébriquement clos, X et Y deux préschémas 
localement noethériens sur k, Z = X x^Y leur produit, Z' un revêtement étale de Z. 
Pour tout point y G Y rationnel sur k, soit i y : Spec(/c) — > Y le morphisme canon- 
iquement associé, j y = idx x k i y le morphisme X — > Z correspondant. Soit enfin X' y 
le revêtement étale de X image inverse de Z' par j y . On suppose Y connexe, et X 
ou Y propre sur k. Alors les revêtements X' y de X sont tous isomorphes. 

De façon imagée, on peut dire qu'une famille de revêtements étales de X, 
paramétrée par un préschéma connexe Y, est constante si X ou le préschéma de 
paramètres Y est propre sur k. 

Remarques 1.10. — Les corollaires 1.7 à 1.9 sont dûs à Lang-Serre [2] dans le cas 
des schémas algébriques normaux. (Leur travail a été la motivation initiale pour la 
théorie du groupe fondamental développée dans ce Séminaire). Comme l'ont remarque 
ces auteurs, ces résultats deviennent inexacts lorsqu'on y abandonne l'hypothèse de 
propreté, du moins en caractéristique p > 0. Prenant par exemple pour X la droite 
affine X — Spec(fc[i]), il n'est pas difficile de voir que les revêtements de X, paramétrés 
par la droite affine Y — Spec(fc[s]), définis par les équations 

sont étales et deux à deux non isomorphes. Cela met en défaut 1.9 et a fortiori 1.7, et 
on voit de même que si s est considéré comme un élément transcendant sur k dans une 
extension algébriquement close K de k, on trouve un revêtement étale X' de X K 
qui ne provient pas d'un revêtement étale de X. 
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2. Application du théorème d'existence de faisceaux : théorème de semi- 
continuité pour les groupes fondamentaux des fibres d'un morphisme 
propre et séparable 

268 

Théorème 2.1. — Soient Y le spectre d'un anneau local noethérien complet, de corps 
résiduel k, X un Y-schéma propre, X = X ®a k, a un point géométrique de X 
et a le point géométrique correspondant de X. Alors l'homomorphisme canonique 
iri(X ,a ) — > tti(X, a) est un isomorphisme. 

Ce n'est qu'une traduction, dans le langage du groupe fondamental, du résultat 
rappelé dans IX 1.10. C'est ici que le théorème d'existence de faisceaux en géométrie 
algébrico-formelle s'introduit de façon essentielle dans la théorie du groupe fondamen- 
tal. 

Introduisons maintenant une clôture algébrique k du corps résiduel k, et la fibre 
géométrique X = Xç, ®k k. On a donc la suite exacte (IX 6.1) 

e — > wi(X ,a) — ► ni(X , a ) — > ni(k, k) — > e, 

d'autre part on a l'isomorphisme 2.1 et l'isomorphisme analogue, plus élémentaire, 

7Ti(fc,fc) — >7Tl(y,&), 

où b est l'image de a dans Y. On trouve ainsi : 

Corollaire 2.2. — Avec les notations précédentes, supposons Xq = Xq ®fc k connexe, 
et soient âo un point géométrique de Xq, ao son image dans X, bo son image dans Y . 
Alors la suite d'homomorphismes canoniques suivante 

e — ► 7Ti(X ,ô) — > m(X,ao) — > 7ri(y,6 ) — > e 

est exacte. 

On comparera cette suite à la suite exacte 1.4, mais on notera que a) on n'a pas eu 
à faire d'hypothèse de platitude, ou de séparabilité sur les fibres, pour X — > Y ; b) on 
a le complément important que le morphisme 7Ti(Xo,ôo) — ► ni(X,ao) est injectif. 
269 Ce dernier fait nous permettra de comparer le groupe fondamental des autres fibres 
géométriques de X sur Y à celui de X . Soit en effet y\ un point quelconque de Y, 
X\ sa fibre et X\ sa fibre géométrique, relativement à une extension algébriquement 
close de k(yi), â\ un point géométrique de X\, a\ son image dans X et b\ son image 
dans Y. Choisissons une « classe de chemins » de ai à ao, d'où une classe de chemins 
de bi à bo, d'où un diagramme commutatif d'homomorphismes : 

7n(Xi,ôi) — >7T 1 (X,a 1 ) — >m(Y,b-i) 

l l 

e — >7Ti(Xo,a ) — >7Ti(X,a ) — >tti(Y,&o) 

où les deux flèches verticales écrites sont des isomorphismes. Comme la deuxième 
ligne est exacte, on trouve donc un homomorphisme canonique, que nous appellerons 
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l'homomorphisme de spécialisation pour le groupe fondamental (ne dépendant que de 
la classe de chemins choisis de ai à an, donc défini raodulo automorphisme intérieur 
de m(X,ao)) : 

■ïïi(Xi,âi) — > TTi(X ,â ). 

Lorsque la première ligne ci-dessus est également exacte, il s'ensuit aussitôt que 
l'homomorphisme de spécialisation est surjectif. On trouve donc, compte tenu de 1.4 : 

Corollaire 2.3 . — Sous les conditions de 2.1, supposons de plus que le morphisme 
f: X — > Y soit séparable (1.1) et X connexe (donc en vertu de 1.2 on a 
f*(ffx) = &y)- Alors pour toute fibre géométrique X\ de X sur Y, munie d'un 
point géométrique â\, l'homomorphisme de spécialisation défini ci-dessus est un ho- 
momorphisme surjectif. 

C'est là un résultat de s emi- continuité pour le groupe fondamental, qui ne semble 
pas encore avoir d'analogue en topologie algébrique. On peut d'ailleurs l'énoncer sous 
des conditions plus générales : 

Corollaire 2.4. — Soient f : X — ► Y un morphisme propre à fibres géométriquement 270 
connexes, avec Y localement noethérien, yo et y\ deux points de Y tels que yo G {yi}; 
Xq et Xi les fibres géométrique de X correspondant à des extensions algébriquement 
closes données de fc(yo) e t k(yi), »o resp. ïïi un point géométrique de Xq resp. X\. 
Alors on peut définir de façon naturelle un homomorphisme de spécialisation : 

■K\{X\,â\) — > 7ri(Xo,âo), 

défini à automorphisme intérieur près, et c 'est là un homomorphisme surjectif si f 
est un morphisme séparable (1.1). 

En effet, il résulte d'abord de 1.8 que 2.4 est essentiellement indépendant des exten- 
sions algébriquement closes choisies pour les corps résiduels k(yo) et k(yi). Cela nous 
permet de remplacer Y par un préschéma Y' sur Y ayant un point y' (resp. y[) au- 
dessus de yo (resp. y\). On prendra alors pour Y' le spectre du complété de l'anneau 
local de yo dans Y, et on applique 2.3. 

Remarques 2.5 . — La conclusion finale de 2.4 sur la surjectivité de l'homomorphisme 
de spécialisation, et a fortiori les résultats 1.3 et 1.4 dont elle est une conséquence, 
devient inexacte si on ne suppose plus que / : X — > Y est un morphisme séparable, 
même pour des schémas projectifs sur un corps algébriquement clos de caractéris- 
tique 0. Nous en verrons plus loin des exemples, tant dans le cas où / est plat mais où 
/ admet une fibre non séparable (X et Y étant cependant lisses sur k), que dans le cas 
où les fibres de / sont bien séparables mais où / n'est pas plat (par exemple / : X — > Y 
étant un morphisme birationnel de schémas intègres normaux), cf. XI 3. Dans ces ex- 
emples, il peut arriver que le groupe fondamental de la fibre géométrique générique soit 
nul, mais non celui d'une fibre géométrique spéciale convenable. D'autre part, même si 



208 EXPOSÉ X. THÉORIE DE LA SPÉCIALISATION DU GROUPE FONDAMENTAL 

/ : X — ► Y est un morphismc propre séparable comme dans 2.4, il arrive couramment 

271 que le morphisme de spécialisation ne soit pas un isomorphisme. Ainsi, il est facile de 
donner des exemples où X\ est une courbe elliptique non singulière, (donc son groupe 
fondamental est commutatif, et sa composante ^-primaire pour un nombre premier £ 
premier à la caractéristique est isomorphe à Zf , cf. XI), tandis que Xq est formé, soit 
de deux courbes rationnelles non singulières se coupant en deux points, soit de deux 
courbes rationnelles tangentes en un point, soit enfin d'une courbe rationnelle ayant 
un point singulier qui est un point de rebroussement. (Pour la classification complète 
des courbes elliptiques dégénérées, voir les travaux récents de Kodaira [1] et Néron). 
On voit alors que dans ces cas, le groupe fondamental de X est respectivement Z, e, 
e, donc « strictement plus petit » que celui de X\. Nous verrons cependant plus loin, 
lorsque / est un morphisme lisse, une majoration du noyau de l'homomorphisme de 
spécialisation, qui implique en particulier que si k(yo) est de caractéristique 0, l'ho- 
momorphisme de spécialisation est un isomorphisme. Mais même pour un morphisme 
lisse, si la caractéristique de k(yo) est > 0, il peut arriver que l'homomorphisme de 
spécialisation ne soit pas un isomorphisme, comme on voit par exemple dans le cas 
où X est un schéma abélien sur Y (de dimension relative 1, si on veut), cf. XI 2. Une 
théorie satisfaisante de la spécialisation du groupe fondamental doit tenir compte de 
la « composante continue » du « vrai » groupe fondamental, correspondant à la classi- 
fication des revêtements principaux de groupe structural des groupes infinitésimaux ; 
moyennant quoi on serait en droit à s'attendre que les « vrais » groupes fondamentaux 
des fibres géométriques d'un morphisme lisse et propre / : X — > Y forment un joli sys- 
tème local sur X, limite projective de schémas en groupes finis et plats sur X {2 \ Nous 
reviendrons ultérieurement sur ce point de vue, notre objet présent étant au contraire 
de pousser aussi loin que possible les phénomènes communs à la théorie topologique 
et la théorie schématique du groupe fondamental. 

Soit maintenant X une courbe propre, lisse et connexe de genre g sur un corps 
algébriquement clos k. Si k est de caractéristique zéro, son groupe fondamental peut 
se déterminer par voie transcendante de la façon suivante. On sait que Xq provient 

272 par extension de la base d'une courbe définie sur une extension algébriquement close 
de degré de transcendance fini du corps premier Q, et compte tenu de 1.8, on peut 
supposer que k est lui-même de degré de transcendance fini sur Q. On peut donc 
supposer que k est un sous-corps du corps C des nombres complexes, et une nouvelle 
application de 1.8 nous permet de supposer que k = C. Il n'est pas difficile alors de 
vérifier que le groupe fondamental de X est isomorphe au compactifié du groupe fon- 
damental de l'espace topologique associé X (surface compacte orientée de genre g), 



Cette conjecture extrêmement séduisante est malheureusement mise en défaut par un exemple 
inédit de M. Artin, déjà lorsque les fibres de / sont des courbes algébriques de genre donné g ^ 2. 
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pour la topologie définie par les sous-groupes d'indice fini^ 3 ). Il est d'autre part clas- 
sique que le groupe fondamental topologique est engendré par 2g générateurs Si,ti 
(1 ^ i ^ g), soumis à une seule relation : 

(*iti*r 1 *r 1 )"-(M fl ^V) = 1 - 

Donc le groupe fondamental de X admet 2g générateurs topologiques s i} ti (1 ^ i < g), 
liés par la seule relation précédente. Si maintenant la caractéristique de k est p > 0, 
désignons par A l'anneau des vecteurs de Witt construit avec k, par K une extension 
algébriquement close de son corps des fractions. On a vu dans III 7.4 qu'il existe un 
schéma X sur Y — Spec(A), propre et lisse sur Y, se réduisant suivant X . Appliquons- 
lui 2.3, on trouve un morphisme surjectif 

7Tl(Xi) — ►7ri(Xo) ) 

où Xi = X (g)^ K. Il est immédiat' 4 ' que X\ est lisse sur K, connexe (1.2), de 
dimension 1, et son genre est égal à g (d'après l'invariance de la caractéristique d'Euler- 
Poincaré, cf. EGA III 7). Comme K est de caractéristique 0, on peut lui appliquer le 
résultat précédent. On a ainsi prouvé par voie transcendante : 

Théorème 2.6. — Soit X une courbe algébrique lisse propre et connexe sur un corps 273 
algébriquement clos k, et soit g son genre. Alors wi(Xq) admet un système de 2g 
générateurs topologiques, liés par la relation écrite plus haut. Lorsque la caractéristique 
de k est 0, tti(Xq) est même le groupe de type galoisien libre pour les générateurs et 
la relation qui précèdent. 

Remarques 2.7 . — Il n'existe pas à l'heure actuelle, à la connaissance du rédacteur, 
de démonstration par voie purement algébrique du résultat précédent, (sauf pour 
les genres 0, 1). Pour commencer, on ne voit guère comment distinguer dans tt 1 {Xq) 
2g éléments, dont on pourrait attendre ensuite qu'ils forment un système de généra- 
teurs topologiques. À cet égard, la situation de la droite rationnelle privée de n points, 
et l'étude des revêtements d'icelle modérément ramifiés en ces points, est plus sympa- 
thique, puisque la considération des groupes de ramification en ces n points fournit n 
éléments du groupe fondamental à étudier, dont on montre en effet qu'ils engendrent 
topologiquement ce groupe fondamental, comme nous verrons ultérieurement ( 5 ). Mais 
même dans ce cas particulièrement concret, il ne semble pas exister de démonstra- 
tion purement algébrique. Une telle démonstration serait évidemment extrêmement 
intéressante. Le seul fait concernant le groupe fondamental d'une courbe qu'on sache 
démontrer par voie purement algébrique (exception faite du théorème de finitude 



( 3 ) Cette déduction était explicitée dans un des exposés oraux qui n'ont pas été rédigés. 

( 4 ) cf. EGA IV 12.2. 

( 5 ) Cf. Exp. XII. Encore ces éléments ne sont-ils déterminés vraiment que modulo conjugaison, et il 
convient de faire un choix simultané judicieux de ces éléments dans leurs classes. 
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faible 2.12 ci-dessous, prouvé par voie algébrique par Lang-Serre [2]), semble la déter- 
mination du groupe fondamental rendu abélicn via la jacobienne (signalée dans IX 5.8 
dernière ligne). 

2.8. La dernière assertion 2.6 n'est plus valable en caractéristique p > 0, comme on 
voit déjà dans le cas des courbes elliptiques. Comme nous l'avons déjà signalé, nous 
ne savons pas si le groupe fondamental de X est topologiquement de présentation 
finie ; cela semble tout à fait improbable. 

Théorème 2.9. — Soient k un corps algébriquement clos, et X un schéma propre et 
connexe sur k. Alors le groupe fondamental de X est topologiquement de génération 
finie. 

274 Nous procédons par récurrence sur n = dim X, l'assertion étant triviale pour n ^ 0. 
Supposons donc n > 0, et le théorème démontré pour les dimensions n' < n. D'après 
le lemme de Chow (EGA II 5.6.2) il existe un schéma projectif X' sur k et un mor- 
phisme surjectif X' — » X. On peut évidemment supposer X' réduit, et en passant au 
normalisé, normal. Grâce à la théorie de la descente, il suffit de prouver que les groupes 
fondamentaux des composantes connexes de X' sont topologiquement de génération 
finie (IX 5.2). Cela nous ramène donc au cas où X est projectif et normal. Si alors 
n = 1, il suffit d'appliquer 2.6. Si n ^ 2, on considère une immersion projective 
X — ► P£, et une section hyperplane Y = X ■ H (munie de la structure réduite in- 
duite), telle que Y ^ X, i.c. H 7$ X. On aura alors dim F < n, et tenant compte de 
l'hypothèse de récurrence, il suffit de prouver que tti(Y) — ► iri(X) est surjectif. Or 
plus généralement : 

Lemme 2.10. — Soient X un préschéma propre sur un corps algébriquement clos k, 
g: X — > P£ un morphisme. On suppose X irréductible et normal et dimg(X) ^ 2. 
Soient H un hyperplan de P T k et Y = X Xpr H. Alors Y est connexe, et l'homomor- 
phisme tt\(Y) — » ~K\{X) est surjectif. 

Ces assertions résultent en effet de la suivante : 

Corollaire 2.11. — Sous les conditions précédentes, soient X' un revêtement étale con- 
nexe de X, et Y' = X' Xx Y = X' Xpr H le revêtement induit sur Y. Alors Y 1 est 
connexe. 

Comme X est normal, X 1 est normal, donc étant connexe, X' est irréductible ; de 
plus son image dans ~P r k est de dimension ^ 2. Un lemme bien connu dû à Zariski (et 
appelé « théorème de Bertini » ) implique donc que si H[ est l'hyperplan générique 
dans P£, défini sur une extension K de k, alors X 1 Xpr H\ est universellement irré- 
ductible donc universellement connexe sur K. Le théorème de connexion de Zariski 
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(EGA III 4) implique alors que pour tout hyperplan H (défini sur une extension quel- 
conque de k) X' Xpr H est géométriquement connexe. Cela achève la démonstration 
de 2.11, donc de 2.9. 

Corollaire 2.12 (Lang-Serre). — Sous les conditions de 2.9 7 pour tout groupe fini G, 
l'ensemble des classes, à isomorphisme près, de revêtements principaux de X de 
groupe G, est fini. 

Remarque 2.13 . — Sous les conditions de 2.10 nous prouverons lorsque dimg(X) ^ 3 
(du moins lorsque g est une immersion et X régulier), un résultat plus précis, connu 
en géométrie algébrique sous le nom de « théorème de Lefschetz » : tti(Y) — » ni(X) 
est un isomorphisme.^ Il y a dans les cas classiques des énoncés analogues pour les 
groupes d'homologie et les groupes d'homotopie supérieure, qui tôt ou tard devront 
être englobés dans la géométrie algébrique abstraite. Même pour la cohomologie de 
Hodge W(X,Q q ), il ne semble pas que la question ait encore été étudiée; il n'est 
d'ailleurs guère probable que pour cette dernière, les théorèmes de Lefschetz subsistent 
tels quels en caractéristique p > 0. 

[Remarque (ajoutée en 2003 (MR)). — Soit R un anneau de valuation discrète com- 
plet, de corps résiduel k algébriquement clos de caractéristique p > 0, de corps des 
fractions K et soit Y une courbe propre et lisse, connexe, de genre g sur R. On 
a donc un morphisme de spécialisation surjectif sp : m(Yj^) — > 7Ti(Yfc). On a déjà 
noté que si K est de caractéristique 0, sp n'est pas un isomorphisme dès que g ^ 1. 
Supposons K de caractéristique p, de sorte que R est isomorphe à l'anneau de séries 
formelles fc[[T]]. En égale caractéristique p > 0, le groupe fondamental n'est pas déter- 
miné par le genre g comme on le voit déjà sur les courbes elliptiques qui peuvent être 
ordinaires ou supersingulières. Citons le résultat récent de A. Tamagawa (non encore 
publié). Si G est un groupe profini, on note G rcs , le groupe profini quotient de G, 
limite projective des quotients topologiques de G qui sont finis résolubles. 

Théorème (A. Tamagawa). — Supposons g ^ 2, que la fibre spéciale Yk soit définiss- 
able sur un corps fini et que le morphisme sp rcs : 7Ti(Y^) rcs — > iri(Yk) les déduit de sp 
par passage au quotient, soit bijectif. Alors la courbe Y est constante sur R. 

Notons que le groupe de Galois de K/K est résoluble. L'énoncé précédent peut 
encore se traduire de la façon suivante : supposons que tout revêtement fini étale 
Xk — * Yk de la fibre générique Yk, galoisien de groupe de Galois résoluble, ait 
potentiellement bonne réduction (c'est-à-dire s'étende en un revêtement fini étale 
de Y après remplacement éventuel de R par son normalisé dans une extension finie 
de K). Alors Y est constante sur R.] 



( 6 )Cf. le séminaire SGA 2 (1962) faisant suite à celui-ci, théorème X 3.10. 
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3. Application du théorème de pureté : théorème de continuité pour les 
groupes fondamentaux des fibres d'un morphisme propre et lisse 

Rappelons sans démonstration^ 7 ' le 

Théorème de pureté 3.1 (Zariski-Nagata). — Soit f:X^Y un morphisme quasi-fini 
et dominant de préschémas intègres, avec X normal, Y régulier localement noethérien, 
et soit Z l'ensemble des points de X où f n'est pas étale, i.e. où f est ramifié (cela 
revient au même, I 9.5 (ii)). Si Z ^ X, Z est de codimension 1 dans X en tous 
ses points, i.e. pour toute composante irréductible Z' de Z de point générique z, la 
dimension de Krull de 0x,z est égale à 1. 

Rappelons qu'un préscliéma est dit normal resp. régulier si ses anneaux locaux 
sont normaux resp. réguliers, et que la relation Z ^ X signifie aussi que l'extension 
finie R(Z)/R(X) (où R désigne le corps des fonctions rationnelles) est séparable. Se 
plaçant en le point générique z d'une composante Z' de Z, et localisant en le point y 
276 de Y en-dessous de z, on trouve l'énoncé équivalent : 

Corollaire 3.2. — Soient A un anneau local noethérien régulier, A — > B un homomor- 
phisme local injectif tel que B soit normal, localisé d'une algèbre de type fini sur A, et 
quasi-fini sur A ; on suppose de plus que dim^4(= dimB) > 2, et que pour tout idéal 
premier p de B distinct de l'idéal maximal, B est étale sur A en p, i.e. B p est étale 
sur A q (où q = A n p). Alors B est étale sur A. 

D'ailleurs, il n'est pas difficile de réduire ce dernier énoncé au cas où A est un 
anneau local complet, donc où B est fini sur A. Zariski [5] donne une démonstration 
simple de ce résultat, valable dans le cas d'égales caractéristiques; le cas général est 
dû à Nagata [3], qui s'appuie sur un résultat délicat de Chow; ce dernier n'a été 
vérifié par aucun des participants du Séminaire, et devrait faire l'objet d'un exposé 
ultérieur. Signalons seulement ici la démonstration très simple dans le cas particulier 
où dim^4 = 2, qui est suffisant pour l'application la plus importante que nous en ferons 
dans le présent numéro. Comme B est normal, il est un B-module de profondeur 
(ancienne terminologie : codimension cohomologique) ^ 2, donc c'est un ^4-module 
de profondeur ^ 2, et comme A est régulier de dimension 2, il en résulte que B est un 
module libre sur A^ s \ Il résulte alors de I 4.10 que l'ensemble des idéaux premiers q 
de A en lesquels B est ramifié sur A est la partie de Spec(A) définie par un idéal 
principal (engendré par le discriminant d'une base de B sur A), donc est vide si elle 
est contenue dans le point fermé de Spec(A), ce qui prouve 3.2 lorsque dimA = 2. 

Nous utiliserons surtout 3.1 sous la forme équivalente : 



' 7 )Pour une démonstration, cf. SGA 2 X 3.4. 
< 8 )Cf. EGA Oiv 17.3.4 
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Corollaire 3.3 . — Soient X un préschéma localement noethérien régulier, U une partie 
ouverte de X complémentaire d'une partie fermée Z de X de codimension > 2. Alors 
le fondeur X' ^ X'xxU delà catégorie des revêtements étales de X dans la catégorie 
des revêtements étales de U est une équivalence de catégories ; en particulier, si a est 277 
un point géométrique de U, Vhomomorphisme canonique m(U,a) — » tti(X, a) est un 
isomorphisme. 

La dernière assertion est évidemment conséquence de la première, et pour celle-ci on 
peut évidemment supposer que X est connexe donc irréductible. De la normalité de X 
résulte déjà que le foncteur X' ^> X' XxU de la catégorie des revêtements localement 
libres (pas nécessairement étales) de X' dans la catégorie des revêtements de U est 
pleinement fidèle, car le foncteur S i — ^ <^|Z7 de la catégorie des Modules localement 
libres sur X dans la catégorie des Modules localement libres sur U l'est. Il reste donc 
à prouver que pour tout revêtement étale U' de U, il existe un revêtement étale 
X' de X (nécessairement unique d'après ce qui précède), tel que U' soit isomorphe 
à X' Xx U. On peut évidemment supposer U' connexe, donc irréductible puisque 
(U étant normal) U' est normal. Soit K le corps des fonctions rationnelles sur X, ou 
sur U (c'est pareil), K' celui de V, alors U' s'identifie au normalisé de U dans K' 
I 10.3. Soit X' le normalisé de X dans K 1 (EGA II 6.3), alors X' = X x x U = U', 
d'autre part X' est normal, intègre, le morphisme structural / : X' — > X est fini et 
dominant (car X est normal et K'/K est une extension finie séparable). Il est étale 
dans U' = / _1 (Î7) = X 1 = f~ 1 (Z), et comme Z est de codimension > 2 dans X, 
f~ x (Z) est de codimension > 2 dans X'. On conclut alors de 3.1 que X' est étale 
sur X, ce qui achève la démonstration. 

Soit maintenant / : X — » Y une application rationnelle d'un préschema localement 
noethérien et régulier X dans un préschéma Y , et supposons que / soit défini dans un 
ouvert U complémentaire d'une partie fermée de codimension ^ 2. Alors on déduit 
de 3.3 un foncteur, défini à isomorphisme près, de la catégorie des revêtements étales 
de Y dans la catégorie des revêtements étales de X, d'où pour tout point géométrique 
a de U, d'image b dans Y, un homomorphisme canonique 

TTlOX» — ►7Tl(y,&) 

(déduit de l'homomorphisme canonique tti(U, a) — > iï\(Y,b) grâce à l'isomorphisme 278 
7Ti(£7, a) — ► tti(X, a)). Lorsque / est un morphisme dominant, X et Y étant intègres 
de corps K et L, de sorte que K est une extension de L, et que Y est normal, ces 
correspondances se précisent en termes d'extensions de corps en notant que pour toute 
extension finie L' de L, non ramifiée sur Y, l'algèbre K' = L' <E>l K sur K est non 
ramifiée sur X. 

En particulier, ces réflexions montrent que le groupe fondamental des préschémas 
localement noethériens connexes réguliers, ponctués par des points géométriques lo- 
calisés en codimension ^ 1, est un foncteur lorsque l'on prend comme morphismes 
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dans cette catégorie les applications rationnelles dominantes définies dans des com- 
plémentaires de parties fermées de codimcnsion ^ 2. Se rappelant par exemple qu'une 
application rationnelle d'un schéma normal sur un corps k dans un schéma propre sur k 
est définie dans le complémentaire d'un ensemble de codimension ^ 2, on trouve : 

Corollaire 3.4 (Invariance birationnelle du groupe fondamental) 

Soient k un corps, X et Y deux schémas propres sur k et réguliers, f : X — > Y 
une application birationnelle de X dans Y, f] une extension algébriquement close du 
corps des fonctions K de X , permettant de définir le groupe fondamental de X et le 
groupe fondamental de Y . Ces derniers sont alors canoniquement isomorphes. 

Cela signifie aussi que pour une extension finie K ' de K, si elle est non ramifiée sur 
un « modèle » propre non singulier X de K, elle l'est sur tout autre modèle propre 
non singulier. 

Remarque 3.5. — Pour d'autre applications du théorème de pureté, voir les travaux 
d'ABHYANKAR exposés dans [4], inspirés par les résultats de Zariski [6, chap. VIII], 
démontrés par voie topologique. Ces derniers sont loin d'avoir été assimilés par la 
géométrie algébrique « abstraite » et méritent de nouveaux efforts. 

279 Nous aurons besoin de quelques faits élémentaires de la théorie de la ramification. 
Soient V un anneau de valuation discrète de corps des fractions K, corps résiduel k, 
L une extension galoisienne de K de groupe G, V le normalisé de V dans L, qui 
est un module libre de rang n = [L: K\ sur V, m' un idéal maximal de V' , Gd le 
sous-groupe de G formé des éléments laissant m' invariant, de sorte que Gd opère dans 
l'extension résiduelle k' = V /m' de k, et Gi le sous-groupe des éléments de Gd opérant 
trivialement (rappelons que Gd et Gi sont appelés respectivement sous-groupes de 
décomposition et d'inertie de G). On dit que L est modérément ramifié sur V si 
ni = [d : e] est d'ordre p premier à la caractéristique de k (condition toujours vérifiée 
si k est de caractéristique 0). Il est bien connu que Gi se plonge alors canoniquement 
dans le groupe k'*, donc est isomorphe au groupe des racines unièmes de l'unité 
dans k' , ce qui implique en particulier que Gi est cyclique. Le cas type de cette 
situation est celui où on pose L = K[t)/ (t n — u),u étant une uniformisante de V et n 
un entier premier à p : si K contient les racines n-ièmes de l'unité, L est une extension 
galoisienne totalement ramifiée de K, de groupe de Galois G — Gi isomorphe à Z/nZ. 

Lemme 3.6 (Lemme d'ABHYANKAR). — Soit V un anneau de valuation discrète de 
corps des fractions K, L et K' deux extensions galoisiennes de K modérément rami- 
fiées sur V, n et m les ordres des groupes d'inertie correspondants, L' une extension 
composée de L et K' sur K . Si m est un multiple de n, alors L' est non ramifiée sur 
les localisés de la clôture normale V de V dans K' . 

Soient en effet W le normalisé de V' dans L', m' un idéal maximal de V , n' un idéal 
maximal de W au-dessus de m', n l'idéal maximal qu'il induit sur le normalisé W de V 
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dans L, G, H, M les groupes de Galois de L, K', V sur K, et Gj, H i7 L- les groupes 
d'inertie correspondant aux idéaux maximaux choisis. Alors M se plonge dans le 
produit G x H et Mj dans le produit Gj x iï^, de telle façon que les projections M — > G 
et M — ► iï, Mi — > Gj et Mj — ► iïj soient surjectives (sorite du corps intermédiaire). Il 280 
en résulte déjà, puisque Gj et Hi sont par hypothèse cycliques d'ordres m et n premiers 
à p, que Mi est d'ordre premier à p, donc cyclique, et comme m est multiple de n donc 
les éléments de Gj x iîj sont de puissance m-ième nulle, Mj est d'ordre divisant m, 
donc d'ordre égal à m puisque Mj — > iïj est surjectif. Ce dernier homomorphisme est 
donc également injectif. Or son noyau est le groupe d'inertie de n' au-dessus de m', 
ce qui prouve que L' est non ramifié sur K' en n'. D'où le lemme. 

Plaçons-nous maintenant sous les conditions de 2.4, où on a un homomorphisme 
de spécialisation 

7Tl(Xi,âl) ► 7Tl(Xo,Ôo) 

qui est surjectif, relativement à un morphisme propre et séparable /: X — ► Y. Nous 
voulons préciser le noyau de cet homomorphisme. Procédant comme dans la démon- 
stration de 2.4, on voit que dans cette question, on peut toujours supposer que Y 
est le spectre d'un anneau de valuation discrète V, complet et à corps résiduel al- 
gébriquement clos (car on peut toujours trouver un tel anneau et un morphisme de 
son spectre Y' dans Y dont l'image soit {yo,yi})- Alors on a Xo = Xq, k(yo) = k = 
corps résiduel de V, k{y\) = K = corps des fractions de V. Soit K s la clôture sépara- 
ble de K, K sa clôture algébrique, et pour tout sous-anneau W de K contenant V, 
posons Xw — X ®y W. En particulier on a 

Xv = X, Xk = X\, Xjç = X\. 

D'ailleurs le morphisme canonique X\ = X-^ — ► Xk„ induit un isomorphismc sur 
les groupes fondamentaux (IX 4.11) de sorte que, compte tenu de l'isomorphisme 2.1 
tti(Xq) — > m{X), on est ramené à étudier l'homomorphisme surjectif 

associé au morphisme canonique Xk s —> X. La détermination du noyau de ce dernier 281 
revient à la solution du problème suivant : on a un revêtement principal connexe Zk s 
de Xk s , de groupe G (donc associé à un homomorphisme de m (Xk s ) dans G) , déter- 
miner sous quelles conditions il est isomorphe à l'image réciproque d'un revêtement 
principal Z de X de groupe G. 

Notons d'abord que K s est réunion filtrante croissante de ses sous-extensions finies 
K' sur K, et que par suite, Zk s est isomorphe à l'image inverse d'un revêtement 
principal Zk> de Xk 1 pour un K 1 convenable (on fera attention cependant que pour 
K' fixé, Zk> n'est pas déterminé de façon unique). Dire que Zk s est isomorphe à l'im- 
age inverse d'un revêtement principal Z de X signifie qu'il existe une sous-extension 
finie K" D K' de K s telle que Z K n = Z K > ®K' K" soit isomorphe à Z <xv K" . 
Désignons maintenant pour une sous-extension finie K' de K s , par V le normalisé 
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de V dans K', qui est un anneau de valuation discrète, complet, de corps résiduel k. 
Donc le morphisme canonique Xy — > Xy induit un isomorphismc pour les fibres 
au-dessus des points fermes de Y — Spec(V) et Y' = Spec(V') et il résulte alors 
de 2.1 appliqué à Xy et Xy que l'homomorphisme induit pour les groupes fonda- 
mentaux tti(Xv) — ► ni(Xv) est un isomorphisme, ou encore que tout revêtement 
principal de Xy est l'image inverse d'un revêtement principal de Xy déterminé à 
isomorphisme près. Cela implique donc le 

Lemme 3.7. — Soit Zk> un revêtement principal connexe de Xk> de groupe G, Zk 
son image inverse sur Xk s - Pour que ce dernier soit isomorphe à l'image inverse 
d'un revêtement principal Z de X , il faut et il suffit qu'il existe une extension finie 
K" D K' de K dans K s telle que le revêtement principal Zk" de Xk" soit induit par 
un revêtement principal de Xy ■ 

Supposons en particulier que les Xy soient normaux (il suffit par exemple pour 
282 cela que Xq soit normal, et a fortiori que Xq soit simple, cf. I 9.1). Comme ils sont 
connexes, ils sont donc irréductibles. Soient L le corps des fonctions rationnelles pour 
X et Xk, L' celui pour Xy et Xk', L" celui pour Xy et Xk". Alors sous les 
conditions de 3.7, Zk 1 définit une extension finie séparable R' de L' , et Zk» définit 
l'extension R" = R ' ®l' L" = R ' ®k' K" . La condition envisagée dans 3.7 signifie donc 
aussi qu'il existe une extension finie séparable K" de K' telle que R" — R' ®k> K" 
soit non ramifiée au-dessus du schéma normal Xy de corps L" = L' ®k> K", et non 
seulement au-dessus de la partie ouverte Xk" de Xy ■ 

Nous supposons dorénavant que / : X — > Y est un morphisme lisse, donc les mor- 
phismes Xy — ► Spcc(y') sont lisses, donc les schémas Xyi sont réguliers. Noter que 
la fibre du point fermé de Spec(V) dans Xy est irréductible et de codimension 1. 
Soit o' son anneau local, qui est donc un anneau de valuation discrète de corps L', 
de corps résiduel isomorphe au corps des fonctions rationnelles de Xç>, donc ayant 
même caractéristique que k. Définissons de même o" dans L", qui est évidemment le 
normalisé de o' dans L". Il résulte alors du théorème de pureté 3.1 ou 3.3 que pour 
que R" soit non ramifié sur Xy», il faut et il suffit que R" soit non ramifié sur o", 
normalisé de o' dans L". 

Notons maintenant que si v! est une uniformisante de V, c'est aussi une uni- 
formisante de o'. Si alors n est un entier premier à la caractéristique p de k, et si 
on prend K" = K'[t]/(t n — u), alors K" est une extension galoisienne finie de K' et 
L" est isomorphe à L'[t]/(t n — u'), donc est modérément ramifié sur o' et de groupe 
d'inertie d'ordre n. Supposons alors G d'ordre premier à p, ce qui implique que R' 
est modérément ramifié sur o', et prenons pour n un multiple premier à p de l'or- 
dre du groupe d'inertie de R' sur o' (par exemple n — [G: e]). Appliquant le lemme 
d'ABHYANKAR 3.6, on voit que la condition envisagée dans 3.7 est vérifiée. 

Cela prouve le théorème suivant : 
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Théorème 3.8. — Soient f:X—>Y un morphisme propre et lisse, à fibres géométri- 283 
quement connexes, avec Y localement noethérien, yo et y\ deux points de Y tels que 
yo G {yi\, Xq et Xi les fibres géométriques correspondantes, considérons l'homomor- 
phisme de spécialisation (2.4) tti{X\) — > tti(Xo). Cet homomorphisme est surjectif, 
et tout homomorphisme continu de 7Ti(Xi) dans un groupe fini G d'ordre premier à 
la caractéristique p de k(yo) provient d'un homomorphisme de tti(X ) dans G. 

En d'autres termes : 

Corollaire 3.9 . — Si k(yo) est de caractéristique nulle, alors l'homomorphisme de spé- 
cialisation est un isomorphisme. Si k(yo) est de caractéristique p > 0, alors le noyau 
de l'homomorphisme de spécialisation est contenu dans l'intersection des noyaux des 
homomorphismes continus de tti(Xi) dans des groupes finis d'ordre premier àp (ou 
encore, le sous-groupe invariant fermé engendré par un p-sous-groupe de Sylow du 
groupe de type galoisien ni(Xi)) ; si donc ni(Xi)^ désigne le groupe quotient de 
7Ti(Xi) par le sous-groupe fermé précédent, et si on définit de même wi(Xo)^, alors 
l'homomorphisme de spécialisation induit un isomorphisme 

7ri(Xi)W ^Tri(Xo)^ 

On notera que la démonstration de 3.8 est purement algébrique. Procédant comme 
dans 2.6, on en conclut par voie transcendante : 

Corollaire 3.10. — Soit A une courbe propre, lisse et connexe de genre g sur un 
corps algébriquement clos de caractéristique p. Avec la notation introduite dans 3.9, 
le groupe ni(Xo)^ est isomorphe à T^ p \ oùT est le groupe de type galoisien engendré 
par des générateurs Si, U (1 ^ i ^ g) liés par la relation 

(s 1 t 1 sî 1 tï 1 )---(s g t g s-% 1 ) = l 

284 

Remarques 3.11. — Dans le cas où k(yo) est de caractéristique nulle, le résultat 3.9 
est bien connu par voie transcendante. On notera que la démonstration de 3.10 fait 
appel au théorème de pureté dans le cas d'inégales caractéristiques, mais dans le cas 
d'anneaux de dimension 2 seulement, où la démonstration dudit théorème est facile 
et a été rappelée dans le texte. 
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EXPOSÉ XI 



EXEMPLES ET COMPLÉMENTS 



1. Espaces projectifs, variétés unirationnelles 

Proposition 1.1. — Soient k un corps algébriquement clos, X = P r k l'espace projectif 
de dimension r sur k. Alors X est simplement connexe, Le. n\(X) = 0. 

Pour r = 0, c'est trivial. Si r = 1, il faut montrer que si X' est un revêtement étale 
connexe non vide de X = P£, alors X' -^-> X. La formule du genre nous donne ici, 
si g et g' sont les genres de X et X' : 

l-g' = d(l - g), 

où d est le degré de X' sur X. Comme g = 0, on aura donc 1— g' = d, ce qui exige d = 1 
puisque g 1 ^ 0, ce qui prouve X' -^-> X. Lorsque r ^ 2, on procède par récurrence 
sur r, en supposant que P r est simplement connexe pour r' < r. Appliquant ceci à 
un hyperplan de P r et utilisant (X 2.10), il en résulte bien que P r est simplement 
connexe. Autre démonstration : on aura 7Ti(P 1 x • • • x P 1 ) = 7Ti(P 1 ) x • • • x 7Ti(P 1 ) 
en vertu de (X 1.7), donc (P 1 )'' est simplement connexe puisque P 1 l'est, donc P r 
est simplement connexe en vertu de l'invariance birationnellc du groupe fondamental 
(X 3.4). Cette démonstration montre plus généralement : 

Corollaire 1.2. — Soit X un schéma propre et normal sur un corps algébriquement 
clos k ; si X est une variété rationnelle, i.e. intègre et son corps des fonctions est une 
extension transcendante pure de k, alors X est simplement connexe. 

Ce résultat s'applique en particulier aux variétés grassmanniennes et plus générale- 286 
ment aux variétés G/H , où G est un groupe linéaire connexe sur k et H un sous-groupe 
algébrique contenant un sous-groupe de Borel de G. 

Rappelons qu'on appelle variété unirationnelle sur k un schéma propre et intègre 
sur k dont le corps des fonctions K est contenu dans une extension transcendante 
pure K' de k, finie sur K (i.e. ayant même degré de transcendance sur k que K), 
i.e. s'il existe une application rationnelle dominante /: P r k — > X, avec r = dimX. 
Si X est normale, on voit donc par les réflexions précédant X 3.4 que pour tout 
revêtement étale connexe X' de X, de corps L/K, l'algèbre L ®k K' sur K' est non 
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ramifiée sur le modèle P r , donc complètement décomposée en vertu de 1.1 ce qui 
montre que L est AT-isomorphe à une sous-extension de K'/K. Cela prouve donc, 
compte tenu de V 8.2 : 

Corollaire 1.3. — Le groupe fondamental d'une variété unirationnelle normale sur un 
corps algébriquement clos, est fini. 

(N.B. On notera que dans la définition de « unirationnelle », on n'avait pas besoin 
que K'/K soit finie). 

Remarques 1.4. — Bien entendu, les résultats de ce numéro sont bien connus. D'autre 
part, J-P. Serre a montré [10] que lorsque X est une variété projective unirationnelle 
lisse sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, X est simplement con- 
nexe. Sa démonstration est transcendante en ce qu'elle utilise le théorème de symétrie 
de Hodge. 

[Ajouté en 2003 (MR) Bornons-nous au cas d'un corps algébriquement clos k de 
caractéristique p > 0. En caractéristique p > 0, la définition de k- variété unirationnelle 
donnée plus haut est celle de fc-variété faiblement unirationnelle, par opposition à celle 
de fc-variété fortement unirationnelle, où l'on suppose de plus que K' est une extension 
séparable de K. 

Dans le cas de la dimension 2, il existe des surfaces projectives et lisses, faiblement 
unirationnellcs qui ont un groupe fondamental (fini d'après 1.3) non trivial et donc 
qui ne sont pas rationnelles (T. Shioda, On unirationality of supcrsingular surfaces, 
Math. Ann. 225 (1977), p. 155-159.). Par contre une surface fortement unirationnelle 
est rationnelle : cela résulte du critère de rationalité de Castclnuovo, étendu à la 
caractéristique p > par O. Zariski (cf. J-P. Serre, Sém. Bourbaki n° 146, 1957 et 
Œuvres-Collected papers, vol. 1, p. 467). 

Sur le corps C des nombres complexes, on connaît des exemples de var- 
iétés projectives et lisses de dimension ^ 3 qui sont unirationnelles et non ra- 
tionnelles (cf. P. Dcligne, Variétés unirationnelles non rationnelles [d'après M. Artin 
et D. Mumford], Sém. Bourbaki n° 402, 1971-72, Lecture Notes vol. 317). C'est le cas 
en particulier d'une hypersurface cubique lisse dans l'espace projectif P . Certains 
de ces exemples s'étendent en caractéristique > pour donner des variétés forte- 
ment unirationnelles non rationnelles (cf. J.P. Murre, Réduction of the proof of the 
non-rationality of a non singular cubic threefold to a resuit of Mumford, Compositio 
Math. 27 (1973), p. 63-82). 

Soit V une fc-variété projective normale, intègre. On dit que V est rationnelle- 
ment connexe, s'il existe un fc-schéma de type fini intègre T et un A:-morphisme 
F : T x P 1 — > V tel que le morphisme : 



(1) 



T x P 1 x P 1 

(t,u,u') 



VxV 



(F(t,u),F(t,u')) 
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soit dominant. En particulier, par deux points rationnels de V, assez généraux, passe 
une courbe rationnelle. La terminologie est justifiée par le fait que si V est rationnelle- 
ment connexe, on peut joindre deux points rationnels par une chaîne finie de courbes 
rationnelles. Si k est de caractéristique p > 0, on renforce la définition précédente en 
demandant que l'application (1) soit génériquement lisse. On obtient alors la notion 
de variété séparablement rationnellement connexe. Ainsi les variétés unirationnelles 
sont rationnellement connexes et en caractéristique p > 0, les variétés fortement 
unirationnelles sont séparablement rationnellement connexes. J. Kollâr a montré que 
les variétés séparablement rationnellement connexes ont un groupe fondamental al- 
gébrique trivial (cf. O. Debarre, Variétés rationnellement connexes [d'après T. Graber, 
J. Harris, J. Starr et A.J. de Jong], Sém. Bourbaki n° 906, 2001-2002).] 

2. Variétés abéliennes 

Soient k un corps algébriquement clos, A une variété abélienne sur k, i.c. un schéma 
en groupes sur k, propre sur k, lisse sur k, et connexe, enfin G un schéma en groupes 
commutatifs de type fini sur k. Désignons par Ext (A, G) le groupe des classes d'ex- 
tensions commutatives de A par G, par H 1 (A, G) le groupe des classes de fibrés prin- 
cipaux sur A de groupe G (comparer N° 4 plus bas), et considérons l'homomorphisme 
canonique 

Ext (A, G) — ► H 1 (A, G). 

Un raisonnement de Serre [5, chap. VII, th. 5] montre que c'est un homomorphisme 287 
injectif, qui a pour image l'ensemble des « éléments primitifs » de H 1 (A, G), i.e. des 
éléments £ pour lesquels on a : 

7r*(0=prî(0+Pr2(0. 

où pr^ sont les deux projections de A x A sur A, et ir : A x A — > A la loi de composition 
de A (N.B. Serre n'énonce son théorème que pour G linéaire et connexe, et bien 
entendu lisse sur k, mais en simplifiant la première partie de son raisonnement, on 
voit que ces restrictions sont inutiles : il suffit de noter que tout morphisme de A 
dans un schéma en groupes E de type fini sur k, qui transforme unité en unité, est 
un homomorphisme de groupes, et d'appliquer ceci aux sections au-dessus de A d'une 
extension E de A par G). 

Nous allons appliquer ce résultat au cas où G est un groupe fini séparable sur k, 
i.e. un groupe fini ordinaire, supposé commutatif. Utilisant alors ni(A x A) —* 
■ïïi(A) x tti(A) (X 1.7) et interprétant H^V, G) comme Hom(7Ti(X), G) pour tout 
schéma algébrique X, en particulier pour X = A ou X = A x A, on voit que toute 
classe de H 1 (A, G) est primitive, donc on a un isomorphisme 

Ext(A,G) H 1 (A, G), 
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en d'autres termes tout revêtement principal de A de groupe structural commutatif G, 
ponctué au-dessus de l'origine de A, est muni de façon unique d'une structure de 
groupe algébrique admettant le point marqué comme origine, et tel que A' — > A soit 
un homomorphisme de groupes algébriques. En particulier, si A' est connexe, c'est 
également une variété abélienne, isogène à A. 

D'autre part, comme le foncteur X tïi(X) des schémas algébriques ponctués X 
dans les groupes commute au produit (IX 1.7), il transforme un groupe dans la pre- 
mière catégorie en un groupe dans la catégorie des groupes, i.e. en un groupe commu- 
288 tatif. Donc si A est une variété abélienne, iti(A) est un groupe commutatif. Donc pour 
connaître tti(A), il suffit de connaître le foncteur G \— ► H 1 (A, G) = Hom(7Ti (A) , G) 
pour G variant dans les groupes finis commutatifs. Enfin, rappelons que pour tout 
entier n > 0, Phomomorphismc de multiplication par n dans A : 



est surjectif, donc à noyau fini, i.e. c'est une isogénie, et qu'il en résulte que toute 
isogénie A 1 — > A est quotient d'une isogénie du type précédent. De ceci, et de raison- 
nements standard (cf. par exemple [6]) on tire : 

Théorème 2.1 (Serre-Lang). — Soit A une variété abélienne sur un corps algébrique- 
ment clos k, et pour tout entier n > considérons le groupe fini ordinaire K n sous- 
jacent au noyau n A de la multiplication par n dans A, enfin posons pour tout nombre 
premier l : 

T e (A) = \imK er 

r 

et 

T.(A) = l[T e (A)=limK n 

e n 

(où pour m multiple de n, m = ns, on envoie K m dans K n par la multiplication 
par s). Alors le groupe 7Ti(A) est canoniquement isomorphe à T\A), donc pour tout 
nombre premier i, la composante l-primaire de wi(A) est canoniquement isomorphe 
àT t (A). 

On notera que ces isomorphismes sont fonctoriels pour A variable. Le module Te(A) 
est appelé le module ê-adique de Tate de la variété abélienne A. C'est un foncteur ad- 
ditif en A, en particulier il donne lieu à une représentation de l'anneau Hom(A, A) 
des endomorphismes de A dans Te(A), appelée représentation l-adique de Weil, et 
qui joue un rôle important dans la théorie des variétés abéliennes (cf. par exemple 
[4, chap VII]). Le théorème 2.1 en donne une interprétation en termes de la représen- 
289 tation naturelle dans le groupe d'homologie l-adique de A, B.i(A, Zg) = TT\(A)e, ce qui 
est évidemment plus satisfaisant a priori, du point de vue notamment de la formule de 
Lefschetz, [4, Chap V]. Rappelons ici les résultats de Weil sur la structure de T((A) : 
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a) Si n est premier à car(fc), alors K n est un module libre de rang égal à 2dim^4 
sur Z/nZ, donc si £ est un nombre premier ^ car(fc), Te(A) est un module libre de 
rang égal à 2 dim A sur l'anneau Z^ des entiers Sadiques; 

b) Si n est une puissance de car(fc) = p, alors K n est un module libre de rang 
v < dimA sur Z/nZ, v indépendant de n, donc T p (A) est un module libre de rang 
v < dim A sur l'anneau Z p des entiers p-adiques. 

Cela montre que dans la théorie du groupe fondamental développée ici, le groupe 
fondamental d'une variété abélienne variable ne varie pas de façon régulière avec le 
paramètre, sa composante p-primaire pouvant diminuer brusquement pour des valeurs 
du paramètre t correspondant à une caractéristique résiduelle p ; le cas le mieux connu 
de ce phénomène est celui des courbes elliptiques. On notera cependant que, quel 
que soit n (premier ou non à la caractéristique) le vrai noyau n A dans A pour la 
multiplication par n est un schéma en groupe fini sur k de degré n 2g , où g = dim A, 
qui sera non séparable sur k si n est un multiple de p = car(fc). D'ailleurs, lorsque A 
varie dans une famille de variétés abéliennes, i.e. si on a un schéma abélien A sur un 
schéma de base S, on montre plus généralement que n A est un schéma en groupes 
fini et plat sur S, de degré n 2g sur S, c'est-à-dire à condition de tenir compte des 
parties infinitésimales des noyaux n A, ils se comportent de façon régulière quel que 
soit n. Cela suggère que le « vrai » groupe fondamental d'une variété abélienne A est 
le pro-groupe algébrique (limite projective formelle de groupes finis sur fc) lim^ n A, 
où par « vrai groupe fondamental » d'un schéma algébrique X, il faut entendre : 
le pro-groupe qui classifie les revêtements principaux de X de groupe structural un 
groupe fini quelconque G sur k (pas nécessairement séparable sur k). De cette façon 
par exemple, on récupère par les représentations de Hom(A, A) dans la composante 
p-primaire du vrai groupe fondamental de A, le polynôme caractéristique de Weil 
défini par ce dernier à l'aide des £ ^ p, de façon plus naturelle que la construction de 
Serre [8]. 



3. Cônes projetants, exemple de Zariski 

Soit toujours k un corps algébriquement clos pour simplifier, et soit V un fc-schéma 
projectif connexe, sous-schéma fermé de P£, qu'on pourra si on veut supposer non 
singulier. Soient Y — C le cône projetant projectif de V , yo son sommet, X — C'y 
la fermeture projective habituelle du fibré vectoriel Cy = V(^V(1)) associé à ^V(l), 
enfin 

f:X^Y 

le morphisme canonique, contractant la section nulle X de Cy sur X en un point 
(EGA II 8.6.4). Comme X est un fibré localement trivial sur V, de fibres P 1 donc de 
fibres simplement connexes, le morphisme p: X — > V induit en vertu de (X 1.4) un 
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isomorphisme : 

TTlpQ -^Tri(V). 

Comme p induit un isomorphisme Xq — ► F, on en conclut qu'un revêtement étale 
de X est complètement décomposé si et seulement si sa restriction à X n l'est. Or pour 
tout revêtement étale Y' de Y, l'image inverse X 1 = X Xy Y' est un revêtement étale 
de X complètement décomposé sur la fibre Xq, donc trivial. Comme l'homomorphisme 
tti(X) — ► 7Ti(Y) est surjectif (IX 3.4), on en conclut que 

Tri(r) = (e) 

en d'autres termes tout cône projetant projectif est simplement connexe. (N.B. en ca- 
ractéristique 0, le même résultat sera valable en prenant pour Y le cône projetant 
affine) . 

Supposons maintenant V régulière i.e. lisse sur k ; alors X est régulière, et pour une 
immersion projective convenable de V, on trouve alors un cône projetant Y normal. 
Si V n'est pas simplement connexe, donc X non simplement connexe, soit X' un 
revêtement étale connexe non trivial de X. Comme les fibres de X en les points y <EY 
distincts de yo sont réduites à un point, on voit que la restriction de X' à ses fibres (en 
291 particulier à la fibre générique) est triviale ; cependant X ne provient pas par image 
inverse d'un revêtement étale de Y, puisque Y est simplement connexe et que X' 
serait complètement décomposé. Cela montre que (X 1.3 et 1.4) deviennent faux si on 
remplace l'hypothèse que / est séparable par celle plus faible que ses fibres sont des 
schémas algébriques séparables (ou même lisses) sur les k(s). On notera de même que 
les groupes fondamentaux des fibres géométriques X y des y ^ yo sont évidemment 
réduits à (e) puisque ces fibres sont réduites à un point, alors que tti(X ) ^ e, donc 
le théorème de semi-continuité (X 2.4) est également en défaut pour /. 

Indiquons enfin l'exemple, signalé par Zariski, mettant en défaut ces mêmes 
théorèmes, lorsqu'on y remplace l'hypothèse que / est séparable par celle que / est 
plate. Soit / : X — » y un morphisme d'une surface non singulière projective dans 
la droite rationnelle Y = P , tel que K = k{X) soit une extension « régulière» 
i.e. primaire et séparable de k(f), (i.e. la fibre générique géométrique est connexe et 
séparable), et telle que le diviseur (/) = X a — X^ soit un multiple n-ième d'un di- 
viseur (où n est un entier premier à la caractéristique). Il est possible de construire 
de tels exemples en toute caractéristique. Soit X' le normalisé de X dans K(f 1 ^ n ), 
où K = k(X) est le corps des fonctions de X. Il résulte de l'hypothèse sur (/) que X' 
est étale sur X. Soit Y' le normalisé de Y dans k{t){t r / n ), il est ramifié sur Y en les 
points t = et t = oo exactement, et la restriction JT'|/ -1 ([/) est isomorphe à l'image 
inverse de Y'\U. En particulier, la restriction de X' à la fibre générique géométrique 
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de X sur Y se décompose complètement. Cependant, X' n'est pas isomorphe à l'im- 
age inverse d'un revêtement étale de F, car on voit tout de suite que ce dernier serait 
nécessairement Y', ce qui est absurde puisque Y' est ramifié sur Y 

Voici (d'après Serre) une façon simple de réaliser les conditions de cet exemple, 
en s'inspirant de [5, N° 20] : on prend pour n un nombre premier ^ 5, distinct de la 
caractéristique, et on fait opérer G = Z/nZ dans k 4 M e n multipliant les coordonnées 
par quatre caractères distincts de G (ce qui est possible puisque n ^ 5). Alors G 
opère sur l'espace projectif P|, et les seuls points fixes sous G sont les quatre points 
correspondants aux axes de coordonnées. La surface X 1 d'équation x n +y n +z n +t n = 
est lisse sur k (critère jacobien), et ne contient aucun des points fixes, donc G étant 292 
d'ordre premier, opère sur X « sans points fixes » i.c. X est un revêtement principal 
de X = X'/G de groupe G. Soit g — x/y dans k(X') = K' , c'est un générateur 
kummérien de K' sur K = k(X) si les caractères choisis étaient x % > * = 0, 1, 2, 3, avec 
X un caractère primitif, soit / sa puissance n-ième , qui est un clément de K. On 
voit tout de suite que K' est une extension régulière de k(g), ce qui résulte du fait 
que la courbe plane d'équation homogène en U,T,Z : T n + Z n + (1 + g n )U n = 
est lisse sur k(g) (critère jacobien), et qu'on sait que toute courbe plane est connexe. 
D'autre part on a k(f) = K n k(g), puisque le deuxième membre est une extension de 
k{f) contenue dans l'extension k(g) de degré premier, et distincts de k(g) (puisque 
g K). Cela implique que K est une extension régulière de k(f). Enfin le diviseur 
de / sur X est un multiple n-ième d'un diviseur, car son image inverse sur X' est le 
diviseur de g n , donc un multiple n-ième , et on peut redescendre parce que X' est 
étale sur X. On aurait fini si l'application rationnelle /: X — > P 1 était un morphisme, 
c'est-à-dire si les diviseurs des zéros et des pôles de / ne se rencontraient point. En fait, 
on vérifie aisément (en regardant encore sur X') que les deux diviseurs en question 
sont les produits par n de deux courbes lisses sur k, se coupant transversalement en 
un point a. Remplaçant maintenant X par le schéma obtenu en faisant éclater a, les 
conditions précédentes (div(/) divisible par n, et k(Xi) = k(X) extension régulière 
de k{X)) restent vérifiées, mais de plus / est un morphisme X x — » P 1 , donc on est 
sous les conditions voulues. 

4. La suite exacte de cohomologie 

Soit S un préschéma, de sorte que la catégorie Sch/ S des préschémas sur X est 
déterminée, donc aussi la notion de groupe dans icelle, qu'on appellera aussi préschéma 
en groupes sur S, ou simplement S-groupe. Pour simplifier l'exposition et fixer les 
idées, nous nous bornerons le plus souvent par la suite à des groupes qui sont affines 



MOn peut remarquer, du point de vue de la « topologie étale » (SGA 4 VII), que dans cet exemple 
R 1 (/ét)* (Z/rtZ) est « non séparé » sur S. 

(*)[Ajouté en 2003 : fc 4 désigne l'espace affine de dimension 4 sur k.] 
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et plats sur S^- 2 \ ce qui suffira pour les applications que nous avons en vue. (Bien 
entendu, on rencontre de nombreux cas où ni l'une ni l'autre hypothèse n'est vérifiée) . 

293 Soit G un tel S-groupe, et soit P un préschéma sur S sur lequel G opère à droite, ce 
qui implique en particulier un morphisme 

7r : P Xs G — ► P 

dans la catégorie Sch/5, satisfaisant les axiomes bien connus. On dit que P est 
formellement principal homogène sous G si le morphisme 

Px s G^Px s P 

de composantes pr x et tt est un isomorphisme ; il revient au même de dire que pour 
tout objet S' de Sch/5/, P(S') — Homs(S' , P) considéré comme ensemble à groupes 
d'opérateurs G(S') = Homs(S", G), est vide ou principal homogène (i.e. vide ou iso- 
morphe à G(S') sur lequel le groupe G(S') opère par translations à droite). On dit 
que P est trivial si P est isomorphe à G, sur lequel G opère par translations à droite, 
ou ce qui revient au même, si chacun des ensembles à opérateurs P(S') sous G(S') est 
trivial. On vérifie, par exemple par le procédé breveté de passage au cas ensembliste, 
que P est trivial si et seulement s'il est formellement principal homogène, et admet 
une section sur S (ce dernier fait s'énonçant en termes catégoriques en disant que P 
a une section sur l'objet final e = S de Sch/5, i- e - qu'il existe un morphisme de e 
dans P). Pour définir la notion de fibre principal homogène P sous G, plus forte que 
celle de fibré formellement principal homogène, il faut préciser d'abord dans Sch/5 un 
ensemble de morphismes qui seront utilisés pour la « descente », et joueront le rôle de 
« morphismes de localisation » pour « trivialiser » des fibrés. Le choix le plus adéquat 
varie suivant le contexte, aucun ne contenant tous les autres'- 3 -'. Ici, il sera commode 
d'adopter la définition suivante : 

Définition 4.1. — Soit G un S-groupe. On appelle fibre principal homogène (à droite) 
sous G, un S-préschéma P à S'-groupe à droite G, tel qu'il existe un recouvrement 
de S par des ouverts t/j, et pour tout i un morphisme de changement de base S[ —> Ui 
fidèlement plat et quasi-compact, tel que P' = P x 5 S' soit un préschéma à opérateurs 
trivial sous G' = G X5 S', où S' est le S'-préschéma somme disjointe des 

294 (On notera que le fonetcur changement de base X X' = X x 5 S' étant exact 
à gauche, transforme groupes en groupes, objets à groupe d'opérateurs en objets à 
groupes d'opérateurs). Notons que 4.1 est stable par changement de base. Notons 
aussi : 

Proposition 4.2. — Soient G un S-groupe, plat et quasi-compact sur S, P un S- 
préschéma où G opère à droite. Conditions équivalentes : 

( 2 'En fait, pour ce qui va suivre, l'hypothèse quasi-affine au lieu d'affiné suffirait, cf. note de bas de 
page (5), p. 228. 

( 3 )Voir à ce sujet SGA 3 IV, notamment §4. 
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(i) P est un fibré principal homogène sous G ; 

(ii) P est formellement principal homogène sous G, et le morphisme structural 
P — > S est fidèlement plat et quasi- compact. 

Si P est principal homogène sous G, alors avec les notations de 4.1 P 1 est fidèlement 
plat et quasi-compact sur S 1 (puisque G" l'est, et P' lui est S"-isomorphe), donc P a les 
mêmes propriétés au-dessus de S, (pour « surjectif » et « quasi-compact », cf. VIII 3.1, 
pour « plat » c'est un oubli dans les sorites de l'exposé VIII). Inversement, si (ii) est 
vérifié, prenons le changement de base S' = P, qui est bien fidèlement plat et quasi- 
compact sur S ; alors P' sera formellement principal homogène sur S' puisque P l'est 
sur S et que le foncteur changement de base est exact à gauche, d'autre part P' a 
une section sur S", à savoir la section diagonale, donc c'est un fibré principal trivial, 
ce qui achève la démonstration. 

Corollaire 4.3 . — Si G est affine et plat sur S, tout fibré principal homogène P sous 
G est affine et plat sur S. 

En effet, il le devient par extension fidèlement plate et quasi-compacte de la base, 
et on applique (VIII 5.6). 

L'utilité de la définition 4.1 pour des S-groupes plats et affines sur S tient à 
(VIII 2.1), i.e. au fait que les morphismes S' — > S envisagés dans 4.1 sont des mor- 
phismes de descente effective pour la catégorie des préschémas affines sur d'autres. 
Grâce à ce fait, la vérification des faits esquissés ci-dessous se fait de façon essentielle- 
ment « catégorique » ( 4 ) . Soit E un S-préschéma sur lequel le S'-groupe G opère à 
gauche, et soit P un fibré principal homogène (à droite) sous G, nous voulons définir 
un fibré associé E^ p \ « localement » isomorphe à E. Pour ceci, faisons opérer à droite 295 
G dans P x$ E suivant la loi (a;, y) i— ► (xg, g^ 1 y), qui décrit de telles opérations dans 
le contexte ensembliste, et s'étend aux catégories par le procédé breveté. On posera, 
sous-réserve d'existence : 

£ (p) = (P x s E)/G 

moyennant quoi on constate que P x$E sera un préschéma au-dessus de T = E^ p \ à 
groupes d'opérateurs à droite Gt = G x s T ; pour être à l'aise, on aimerait que de plus 
PxsE soit un fibré principal homogène sur T de groupe Gt- Pour vérifier l'existence 
de E^ et la propriété précédente, reprenons le S' de la définition 4.1 et regardons 
la situation image inverse sur S' de la situation initiale. Du fait que P' est trivial, 
i.e. isomorphe à, G' d , on voit tout de suite que E'^ p '^ existe, et a la propriété voulue 
d'exactitude. En fait, E' Xs< P 1 est G'-isomorphe au produit E' Xs> G', donc E'( p ) 
est isomorphe à E' . De plus, la formation du « fibré associé » dans le cas d'un espace à 
opérateurs trivial commute à toute extension de la base, et prenant en occurrence les 
diverses extensions de la base 5"' — \ S' et 5"" — \ S' , où 5"' et S'" sont les produits 



( 4 )Cf. loc. cit. dans note de bas de page (3), p. 226. 
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fibres double et triple de S' sur S, on constate que E'^ p ' est muni d'une donnée de 
descente relativement au morphisme S' — ► S, et que E^ existe avec les propriétés 
requises si et seulement si cette donnée de descente est effective ; bien entendu E^ 
n'est autre alors que l'objet descendu. (Utiliser le fait que S' — » S est un morphisme 
de descente dans la catégorie des S-préschémas, cf. VIII 5.2). Il s'ensuit que le fibré 
associé existe si E est affine sur S. Nous appliquerons cette construction au cas où on a 
un homomorphisme de S-groupes G — > H, et qu'on prend pour E le S-préschéma H 
muni des opérations de G sur H à gauche résultant du morphisme donné ; comme 
H opère à droite sur lui-même de façon à commuter aux opérations de G sur H, et 
que (sous réserve d'existence au-dessus de S) la formation du fibré associé commute 
à l'extension de la base, on constate aisément que H va opérer à droite sur P^ H \ qui 
296 est dès lors un fibré principal homogène sous H au sens de 4.1, et de façon précise 
est trivialisée par le même morphisme 5" — > S que P. En particulier, à tout fibré 
principal homogène P sous G et tout homomorphisme de S-groupes G — » H , avec H 
affine sur S , est associé un fibré principal homogène de groupe H, de façon fonctoricllc 
en (G — > H), et compatible avec les changements de base quelconques T — ► S. 

Définition 4.4 . — Soit G un S'-préschéma. On note H°(S, G) l'ensemble des sections 
de G sur S, qu'on considérera comme un groupe lorsque G est un S-groupe. Dans ce 
cas, on note H 1 (S, G) l'ensemble des classes, à isomorphisme près, de fibrés princi- 
paux homogènes sur S de groupe S, en considérant H 1 (S, G) comme muni du « point 
marqué » qui correspond aux fibrés triviaux^ 5 ' . 

Ainsi, H°(S, G) est un foncteur en le S'-préschéma G, à valeurs dans la catégorie des 
ensembles. Ce foncteur est exact à gauche, a fortiori commute aux produits finis, ce qui 
implique en effet qu'il transforme groupes en groupes, groupes commutatifs en groupes 
commutatifs. De façon analogue, H 1 (S, G) est un foncteur en le S-groupe affine G, 
à valeurs dans la catégorie des ensembles grâce à la formation des fibrés associés; 
on constate facilement que ce foncteur commute aux produits finis. En particulier 
il transforme les groupes dans la catégorie des S'-groupes affines, i.e. les S-groupes 
affines commutatifs, en des groupes de la seconde, et même en des groupes commutatifs 
(puisque les groupes de la première catégorie sont commutatifs). Ainsi, si G est un S- 
groupe affine commutatif, H 1 (S, G) est un groupe commutatif, et un homomorphisme 
G — > H de S-groupes affines commutatifs donne naissance à un homomorphisme de 
groupes H 1 (S, G) — > H 1 (S, H). 

Pour simplifier, nous nous bornons pour la suite à la considération de S-groupes 
affines et commutatifs. Soit 

— ► G' — ^ G — ^ G" — ► 



' 5 ) Cette notation n'est cohérente vis-à-vis des notations cohomologiques générales (SGA 4 V) que 
lorsqu'on dispose de critères d'eflfectivité de descente, qui ne sont guère assurés que si G est affine 
(ou seulement quasi-affinc, cf. (VIII 7.9)). 
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une suite de morphismes de tels groupes, nous dirons que cette suite est exacte si 
vu = (ce qui permet de considérer G comme un préschéma sur G", à groupes 
d'opérateurs à droite G G ,,) et si G est un fibre "principal homogène sur G" de groupe 297 
G' G „ = G' x s G" . Cela implique en particulier que u: G' — > G est un noyau de v, et 
a fortiori cela implique l'exactitude de la suite 

— > E?(X, G') — > H°(X, G) — ► H°(X, G"). 

Cela implique de plus la possibilité de définir une application 

d: E°(X,G") — > E\X,G'), 

en associant à toute section de G" sur S, i.e. à tout S-morphismc /: S — > G", le 
fibre principal homogène P/ de groupe G' ~ f*(G' G „) sur S*, image inverse du fibré 
principal homogène G sur G". Du point de vue S-préschémas, ce n'est donc autre 
que l'image inverse par v: G — » G" du sous-préschéma image de S 1 par l'immersion /, 
et les opérations de G' sur Pf sont induites par les opérations à droite de G' sur G. 
Nous laissons également au lecteur la vérification de la proposition suivante, qui ne 
présente pas de difficultés autres que de rédaction : 

Proposition 4.5. — L'application d: B°(X,G") — ► H^V, G') est un homomorphisme 
de groupes. La suite d'homomorphismes suivante est exacte : 

0^H°(V,G') -^B°(X,G) -^R°(X,G') -^H^G") 

H 1 (X, G) — ^ H 1 {X, G") 

(où les homomorphismes autres que d proviennent de la loi fonctorielle de H° 
resp. H 1 ). 

Remarques 4.6. — Le point de vue exposé ici pour l'étude des fibrés principaux ho- 
mogènes est visiblement inspiré de Serre [7], que le lecteur aura tout intérêt à con- 
sulter. Lorsqu'on veut un formalisme qui s'applique également à des S'-groupes struc- 
turaux qui sont quasi-projectifs sur S (de façon à englober les schémas abéliens pro- 
jectifs en particulier), on a intérêt à modifier 4.1 en y demandant que S 1 soit somme 
de préschémas qui sont finis et localement libres sur des ouverts Si de S recou- 
vrant S. Les développements précédents sont alors valables, y inclus notamment 4.5, 
en remplaçant partout l'hypothèse affine par l'hypothèse quasi-projective, et en in- 
terprétant de façon correspondante la définition donnée plus faut d'une suite exacte 
de S'-groupes. 11 suffit en effet de remplacer la référence à (VIII 2.1) par (VIII 7.7) : 298 
les morphisme utilisés S' — » S sont des morphismes de descente effective pour la 
catégorie fibréc des préschémas quasi-projectifs sur d'autres. On fera attention cepen- 
dant que cette deuxième notion de fibré principal homogène est plus restrictive que 
la première 4.1. 
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4.7. On obtient une notion encore plus restrictive de fibre principal homogène en 
demandant que S soit recouvert par des ouverts Si tels que pour tout i, P\Si soit 
un fibre à opérateurs trivial sous G\Si : on dira alors que P est un fibré principal 
homogène localement trivial. Les classes de ces fibres, pour G donne, forment une 
partie de H 1 (X, G), qui est en correspondance biunivoque avec H 1 (X, ûx{G)), où 
ûx{G) est le faisceau (au sens ordinaire) des sections de G sur S, cf. [2]. Pour que 
ces H 1 donnent encore lieu à une suite exacte de cohomologie 4.5, il faut évidemment 
supposer que la suite — > G' — » G — > G" — » soit exacte au sens raisonnable pour ce 
nouveau contexte, i.e. que G soit fibré localement trivial sur G", de groupe G'qh 5 cela 
signifie aussi que u: G' — » G est un noyau de v: G — > G", et que G admet localement 
une section sur G". 

4.8. Il est évidemment très désirable de continuer la suite exacte 4.5 en introduisant 
les groupes de cohomologie supérieurs H* (X, G) . Cela est possible en se plaçant dans le 
cadre de la « Cohomologie de Weil » : on considère la catégorie 3ë des préschémas quasi- 
compacts sur S, muni de l'ensemble des morphismes fidèlement plats et quasi- 
compacts, qu'on appellera morphismes localisants. Un « faisceau de Weil » abélien 
sur S (ou mieux, sur {3ë,^)) est alors un foncteur contravariant & de Sê dans 
la catégorie des groupes abéliens, transformant sommes en produits, et une suite 

P r l.P r 2 t / 

T" = T' x T T' ] T' — > T , avec / G en un diagramme exact d'ensembles 

&(T) — > &(T') — \ &(T") . Les faisceaux de Weil forment une catégorie abélienne 
à limites inductives exactes admettant un générateur, donc admettant suffisamment 
d'objets injectifs [1]. Les foncteurs dérivés droits du foncteur T(J?) = ,^{S) sont 
alors notés H* (5, D'autre part, tout 5-groupe commutatif définit évidemment un 
faisceau de Weil (VIII 5.2), dont le H° et H 1 ne sont autres que H°(S, G) et H 1 (S, G), 
299 ce qui permet de définir les autres H* (S 1 , G) de façon raisonnable. On montre d'ailleurs 
qu'une suite exacte de 5-groupes définit une suite exacte de faisceaux de Weil, ce qui 
permet de retrouver et de prolonger la suite exacte 4.5 ( - 6 - ) . 

4.9. Il serait indiqué de développer les variantes non commutatives de 4.5 comme 
dans [2]. Pour un développement systématique, dans le cadre qui convient, des diverses 
notions cohomologiques esquissées dans le présent numéro, nous renvoyons à un travail 
en préparation de J. Giraud( 7 ). 

5. Cas particuliers de fibrés principaux 

Supposons maintenant que S soit connexe, et muni d'un point géométrique a, d'où 
un groupe fondamental ir\{S, a) permettant de classifier les revêtements étales de S : 



' 6 )Pour une étude systématique de ce point de vue, cf. SGA 4 I à IX. 
' 7 'Cf. J. GlRAUD, Cohomologie non abélienne, Springer-Verlag 1971. 
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la catégorie des revêtements étales de S est équivalente à la catégorie des ensembles 
finis où 7Ti opère continûment. Il s'ensuit qu'un schéma en groupes fini et étale G 
sur S est déterminé essentiellement par un groupe fini ordinaire Sf, sur lequel ni 
opère continûment par automorphismes de groupe. Un revêtement étale P de S où 
G opère à droite est déterminé essentiellement par un ensemble fini & où ni opère 
continûment (à gauche), et sur lequel opère à droite de façon compatible avec les 
opérations de ni : 

s(p ■ g) = (sp) ■ (sg) pour s & ni, p G 

On vérifie que P est un nbré principal homogène au sens de 4.1 si et seulement si 
S? est un ensemble principal homogène sous ^ (utiliser par exemple le critère 4.2). 
En d'autres termes, la catégorie des fibres principaux homogènes sur S de groupe G 
est équivalente à la catégorie des fibrés principaux homogènes de groupe G dans la 
catégorie des ensembles finis où ni opère continûment. On en déduit en particulier 
une bijection canonique, fonctorielle en G : 

(*) R 1 (S,G)^R 1 (n 1 ,^), 

où le deuxième membre désigne l'ensemble des classes, à isomorphisme près, des fi- 300 
brés principaux homogènes sous 'S dans la catégorie des ensembles finis où m opère 
(inutile d'ailleurs de préciser : continûment), ensemble qui s'explicite de façon bien 
connue comme ensemble quotient de l'ensemble Z l [ni,G) des 1-cocycles ip : ni — > Sf 
(satisfaisant ip(l) = 1, ip(st) = tp(s)(s.(p(t))) par le groupe Sf qui y opère de façon 
naturelle) . 

Un cas important est celui où ni opère trivialement dans âf , i.e. lorsque G est un 
revêtement complètement décomposé de S, isomorphe à la somme de Sf exemplaires 
de S; on écrit alors aussi H 1 (S, âf) au lieu de H 1 (S, G), et cet ensemble est en corre- 
spondance biunivoque (*) avec H 1 (7Ti,^) = Hom(7Ti , ^) /automorphismes intérieurs 
de 'S. On notera d'ailleurs que dans ce cas, un fibré principal homogène sur S de 
groupe G n'est autre chose qu'un revêtement principal de S de groupe Sf (V 2.7), 
et la correspondance biunivoque précédente est celle qui se déduit de la correspon- 
dance entre revêtements principaux de S de groupe ^, ponctués au-dessus de a, et les 
homomorphismes continus de ni(S, a) dans âf (V fin du N° 5). 

L'intérêt de relier la théorie des revêtements étales avec celle des fibrés principaux 
(déjà implicite dans A. Weil, Généralisation des Fonctions Abéliennes, et explicitée 
par S. Lang dans sa théorie géométrique du corps de classes, cf. Serre [5]), vient du 
fait que tout «S-groupe qui est fini et étale sur S peut se plonger dans un S'-groupe H, 
affine et lisse sur S, à fibres connexes, commutatif lorsque G l'est de sorte que par la 
suite exacte 4.5 (et éventuellement ses variantes non commutatives), la classification 
« discrète » des revêtements principaux de groupe G peut s'étudier à l'aide de la clas- 
sification « continue » des fibrés principaux de groupe H, et réciproquement d'ailleurs. 
Pour l'idée de la construction générale de l'immersion de G dans H (assez peu utilisée 
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en pratique semble- t-il) , se reporter à [5, VI 2.8]. Nous nous contentons de développer 
au N° suivant deux cas particuliers importants, d'ailleurs classiques. Nous y aurons 
besoin d'un résultat auxiliaire : 

301 Proposition 5.1. — Soit S un préschéma, G un S -groupe isomorphe à GL(n)s (par 
exemple G m s) ou G a s, alors tout fibré principal homogène sous G est localement 
trivial. 

Précisons que GL(n)s (n entier ^ 0) désigne le 5-groupe qui représente le jonc- 
teur contravariant T i— > GL(n, T(T, Ût)) en le S-préschéma T, en particulier G m s 
(« groupe multiplicatif sur S » ) représente le foncteur contravariant T i— > T(T, 
donc comme préschéma sur S est isomorphe à Spec é?s[t, t -1 ], ou t est une indéter- 
minée. De même G a s représente le foncteur contravariant T i— > T(T, @t\ il est donc 
isomorphe comme S'-préschéma à Spec(ûs[i\), où t est une indéterminée. Notons que 
par dévissage, 5.1 redonne le résultat de locale trivialité de Rosenlicht, relatif au cas 
où G admet une « suite de composition » dont les facteurs consécutifs sont des groupes 
du type envisagé ici. (Pour une étude plus fine des questions de locale trivialité des 
fibrés principaux homogènes, cf. [7] et [3]). 

La première assertion se démontre en remarquant que G(T) = Aut(^), et que 
les morphismes S' — > S intervenant dans 4.1 (i.e. qui sont fidèlement plats et quasi- 
compacts) sont des morphismes de descente effective pour la catégorie fibrée des Mod- 
ules localement isomorphes à û^, i.e. localement libres de rang n (VIII 1.12). La deux- 
ième se démontre de façon analogue, en notant que dans ce cas on a G(T) = Aut(<SV), 
où <St est Y extension triviale de Ût par Ût (et où les automorphismes bien entendu 
doivent respecter la structure d'extension), et que les morphismes S' — > S intervenant 
dans 4.1 sont des morphismes de descente effective pour la catégorie fibrée des ex- 
tensions de &t par &t (comme il résulte facilement de VIII 1.1), et que de telles 
extensions sont automatiquement localement triviales. 

Remarque 5.2. On notera que le même type de démonstration s'applique au groupe 
symplectique Sp(2n)s, compte tenu qu'une forme alternée sur un module localement 
isomorphe à Ûg, qui est « non dégénérée » i.e. définit un isomorphisme de ce Module 
sur son dual, est localement isomorphe à la forme standard. Le résultat pour le groupe 
orthogonal est par contre faux, déjà si S est le spectre d'un corps, car il peut y avoir 

302 des formes quadratiques sur un corps qui ne sont pas isomorphes à la forme standard. 
D'ailleurs on montre essentiellement dans [3] que les groupes GL, Sp, G a et ceux qui 
se dévissent en tels groupes, sont à peu de choses près les seuls pour lesquels on ait 
un résultat de trivialité locale du type considéré ici. 

Corollaire 5.3. — On a des bijections canoniques 

R\S, GL(n) s ) ^ H 1 ^, GL(n, ff s )), 
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en particulier 

H 1 (S, G mS )^R 1 (S,û* s ), 

et 

où les deuxièmes membres désignent des cohomologies de l'espace topologique S à 
coefficients dans des faisceaux ordinaires. 

En particulier, H^S, GL(n)s) s'identifie à l'ensemble des classes, à isomorphismc 
près, de Modules localement libres de rang n sur S, et H 1 (S*, G a s) s'identifie à l'ensem- 
ble des classes d'extensions du Module ûs par lui-même. 

6. Application aux revêtements principaux : théories de Kummer et 
d'Artin-Schreier 

Proposition 6.1 . — Soient S un préschéma, n un entier > 0, soit u n : G m s G m s 
l'homomorphisme de puissance n-ième , et fi nS son noyau. Alors fi nS est fini et 
localement libre de rang n sur S, et il est étale sur S si et seulement si pour tout 
s G S, la caractéristique de s est première à n. La suite d'homomorphismes 

— ► fx n s — > G m s ^ G m s — ► 

est exacte au sens du JV°4. (On l'appellera la suite exacte de Kummer sur S, rela- 
tivement à l'entier n). 

On a 

G m = Spec^ s [M- 1 ], 
et u n correspond à l'homomorphisme u n sur les 1^5-algèbres afBncs, donné par 

u n {t) = t n , 

d'autre part la section unité de G m s correspond à l'homomorphisme d'augmentation 
de ^g-algèbres, donné par 

e(t) = 1, 

dont le noyau est donc l'Idéal principal (t — 1). L'image de ce dernier par u n est donc 
l'Idéal principal (1 — t n ), et on trouve : 

/i nS = Spectf s [t]/(l-t n ), 
ce qui montre en particulier que n nS est fini sur S, et défini par une Algèbre sur S 
qui est libre de rang n, ayant la base formée des t l (0 ^ i ^ n — 1). Pour qu'il 
soit étale en s G S, il faut et il suffit que l'Algèbre réduite k[t]/(l — t n ), où k = k(s), 
obtenue par adjonction formelle des racines n-ièmes de l'unité à k, soit séparable sur k, 
i.e. les racines de 1 — t n dans une clôture algébrique de k sont toutes distinctes, ce qui 
équivaut au fait que n soit premier à la caractéristique. Enfin, pour montrer que la 
suite d'homomorphismes dans 6.1 est exacte, on est ramené en vertu du critère 4.2 à 
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prouver que u n est fidèlement plat. On peut évidemment supposer S affine d'anneau A, 
donc G m s affine d'anneau B = A[t, t _1 ], et il suffit de vérifier que u n fait de B un 
module libre de rang n sur £?, ou ce qui revient au même, que u n est injectif, et que 
A[t, t" 1 } est un module libre de rang n sur A[t n ,t~ n ]. En effet, on vérifie facilement 
que les t* (0 < i < n — 1) forment une base de l'un sur l'autre, ce qui achève la 
démonstration. 

304 Définition 6.2. — On appelle y, n s le groupe de Kummer de rang n sur S, et on appelle 
revêtement principal kummérien de rang n sur S tout fibré principal homogène sur S 
de groupe le groupe de Kummer de rang n. 

L'ensemble de ces revêtements est un groupe, noté H 1 (S 1 , fi nS ) ou simplement 
H 1 (S 1 , n n ). On notera que la formation du groupe de Kummer de rang n sur S est 
compatible avec l'extension de la base, donc que fi nS provient par extension de la 
base du groupe de Kummer absolu fi n sur Spec(Z). 

Désignons par (Z/nZ)s le S'-groupe défini par le groupe fini ordinaire Z/nZ. Si G 
est un 5-groupe quelconque, les homomorphismes de S'-groupes u de (Z/nZ)s dans G 
correspondent biunivoquement, et de façon compatible avec le changement de base, 
aux sections de G sur S dont la puissance n-ième est la section unité, en faisant 
correspondre à u l'image par u de la section de (Z/nZ)s sur S défini par le générateur 
1 mod nZ de Z/nZ. Ceci posé : 

Corollaire 6.3. — Si n nS est étale sur S, on obtient ainsi une correspondance biuni- 
voque entre les isomorphismes de S-groupes (Z/nZ)s — -> p„ s , et les sections de âs 
qui sont d'ordre n exactement sur chaque composante connexe de S (une telle section 
s'appellera « racine primitive n-ième de l'unité sur S » ). Donc pour que ti n g s °tt 
isomorphe en tant que S-groupe à (Z/nZ)s, il faut et il suffit qu'il soit étale sur S, 
i.e. que les caractéristiques résiduelles de S soient premières à n, et qu'il existe une 
racine primitive n-ième de l'unité sur S. 

Cela explique le rôle joué dans la théorie kummérienne classique par l'hypothèse que 
le corps de base (jouant le rôle de S) soit de caractéristique première à n et contienne 
les racines n-ièmes de l'unité, et par le choix d'une racine primitive n-ième de l'unité. 
Une fois qu'on dispose du langage des schémas, il n'y a plus lieu de s'embarrasser 
de ces hypothèses, et il convient de raisonner directement sur n n au lieu de Z/nZ. 
Ainsi, la conjonction de 6.1, 4.5 et 5.3 nous donne la relation générale suivante entre 
la théorie des revêtements principaux kummériens et celle des groupes de Picard : 

305 Proposition 6.4. — Soient S un préschéma, on a une suite exacte canonique 

- H°(S, Mn ) - H°(S, G%) - H°(5, G%) - H 1 (S 1 , n n ) - H 1 (5, G%) - H 1 (S 1 , 
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d'où, en posant H 1 (S 1 , ûg) = Pic(S), et en désignant pour tout groupe abélien A, par 
n A et A n les noyau et conoyau de la multiplication par n dans A, la suite exacte : 

— > H°(S, ffsTn — H^S./xJ — > n Pic(S) — > 0. 

Nous allons expliciter deux cas importants, où l'un ou l'autre terme extrême de 
cette suite exacte sont nuls : 

Corollaire 6.5 . — Supposons n Pic(5) = 7 {par exemple que S soit le spectre d'un 
anneau local, ou d'un anneau factoriel) , et soit A l'anneau BP (S, ûs)- Alors on a un 
isomorphisme canonique 

B\S,n n )^A*/A* n . 

C'est essentiellement l'énoncé classique de la théorie de Kummer, lorsque S est le 
spectre d'un corps. 

Corollaire 6.6. — Supposons que tout élément de B°(S, ûs) soit une puissance n-ième 
, par exemple que B°(S, ûs) soit un composé de corps algébriquement clos ou que S 
soit réduit et propre sur un corps algébriquement clos k. Alors on a un isomorphisme 
canonique 

H^S./iJ ^ nPic(S). 

En particulier, lorsque S est propre et connexe sur un corps algébriquement clos k, 
cela met en relation le groupe fondamental de S avec les points d'ordre fini du schéma 
de Picard P de S sur k ; ainsi on aura un isomorphisme 

Hom(7n(S),Z/nZ) ~ n P(k) 

pour n premier à la caractéristique, qui est souvent utilisé en géométrie algébrique. 306 
Comme application, lorsque la composante connexe P° de P est un schéma en groupes 
complet, de dimension g, on voit en utilisant les résultats rappelés dans le N° 2, et 
la finitude du groupe de torsion de Néron-Severi, que pour tout nombre premier £ 
premier à la caractéristique, la composante ^-primaire du groupe fondamental tti(S) 
rendu abélien est un module de type fini et de rang 2g sur l'anneau Ze des entiers 
Sadiques (et d'ailleurs libre sauf pour un nombre fini au plus de valeurs de £). Comme 
l'a remarqué Serre, cela permet de prouver sous certaines conditions que lorsque X est 
un schéma plat et projectif sur S connexe, alors les schémas de Picard des fibres de X 
ont toutes la même dimension, en appliquant le théorème de semicontinuité (X 2.3) ; 
l'argument de Serre s'applique dès que le schéma de Picard de X sur S existe, et que 
les Picards connexes des fibres de X sur S sont des schémas en groupes propres, par 
exemple lorsque les fibres géométriques de X sur S sont normales (X étant toujours 
plat et projectif sur S), en particulier si X est lisse et projectif sur S. 

Soit maintenant p un nombre premier, et supposons que S soit un préschéma de 
caractéristique p, i.e. tel que p ■ ûs = 0. Alors l'homomorphisme de puissance p-ième 
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dans G s est additif, et le morphisme correspondant, obtenu en remplaçant S par un T 
variable sur £ : 

F: G a s — > G aS 

est donc un homomorphisme de S'-groupes, qu'on appelle V homomorphisme de Frobe- 
nius (N.B. Un tel morphisme est défini pour tout S-préschéma G qui provient par 
extension de la base d'un préschéma Go sur le corps premier Z/pZ, et ce morphisme est 
un homomorphisme de groupes si Go est un préschéma en groupes). Nous poserons : 

p = id-F: G aS — ► G aS . 

Considérons d'autre part le S-groupc (Z/pZ)s défini par le groupe fini ordinaire Z/pZ, 
nous avons dit que pour tout S-groupe G, les homomorphismes de S-groupe 
de (Z/pZ)s dans G correspondent biunivoquement aux sections de G sur S dont 
la puissance p-ième est la section unité. Lorsque G = G a s, elles correspondent donc 
aux sections quelconques de G sur S. Prenant en particulier la section de G a 5 sur S 
correspondant à la section unité du faisceau d'anneaux âs-, on trouve un homomor- 
phisme de S'-groupes 

i: (Z/ P Z)s^G aS 
Proposition 6.7. — La suite d 'homomorphismes de S-groupes 

— (Z/pZ) s — G aS — > G aS — > 
est exacte (au sens du N° A). (On l'appelle la suite exacte d'Artin-Schreier sur S). 

Il suffit de le prouver sur le corps premier k = Z/pZ. Il suffit de remarquer que 
l'homomorphisme p* : k[t] k[t] défini par p*(t) — t — t p fait de k[t] un module libre 
de rang p sur k[t], de façon précise que k[t] est un module libre sur k[s], où s = t — t p , 
ayant la base formée des t 1 (0 ^ i ^ p — 1). 

On en conclut, utilisant 4.5 et 5.3 : 

Proposition 6.8. — On a une suite exacte canonique : 

— > H°(5, Z/pZ) — ► H°(5, û s ) — H°(S, S ) — H 1 (S, Z/pZ) 

— ► H 1 (S, ûs) — » H 1 (S, £?s), 

d'où une suite exacte : 

— >R a (S,ff s )/pR (S,G s ) — ►H 1 (S,Z/pZ) — >R 1 (S,Û S ) F — > 0, 

(où l'exposant F dans le dernier terme signifie le sous-groupe des invariants par l'en- 
domorphisme F, égal au noyau de p = id — F) . 



Explicitons encore deux cas extrêmes 
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Corollaire 6.9 . — Supposons que H 1 (5*, &s) F = 0, par exemple que S soit un schéma 
affine. Alors, posant A — H°(S, ûs), on a un isomorphisme canonique 

U 1 (S,Z/ P Z)^A/pA. 

C'est la théorie d'Artin-Schreier dans la forme classique, du moins lorsque A est 
le spectre d'un corps. 

Corollaire 6.10. — Supposons que pH°(S, û s )=îl (S, 6s), par exemple que B°(S, û s ) 308 
soit un composé de corps algébriquement clos, ou que S soit propre sur un corps 
algébriquement clos. Alors on a un isomorphisme canonique : 

H 1 (S 1 , Z/pZ) -^^{S^s f 

Remarques 6.11 . — Le dernier énoncé est dû à J-P. Serre [9]. Il est possible égale- 
ment de développer une théorie analogue pour le groupe structural Z/p n Z pour n 
quelconque, en utilisant au lieu de G a le schéma en groupes de Witt W„, cf. loc. cit. 
On notera qu'en caractéristique p > 0, la théorie de Kummer ne donne plus de ren- 
seignement sur les revêtements principaux d'ordre p, puisque fi p est alors un groupe 
« infinitésimal » i.e. radiciel sur la base, donc sans rapport direct avec Z/pZ ; aussi 
à première vue, la théorie de ces revêtements n'est plus justiciable (lorsque S est un 
schéma propre sur un corps algébriquement clos pour fixer les idées), de la théorie 
du schéma de Picard comme dans 6.6. Néanmoins, si on se rappelle que l'espace tan- 
gent de Zariski à l'origine dans Pic S / K ^ s'identifie à H 1 (S, ûs), on constate que la 
connaissance du schéma en groupes p Pic S / k , noyau de la multiplication par p dans 
Pic S f k , implique celle de H 1 (S, Z/pZ) aussi bien que celle de H 1 (S, fi p ) ; on notera 
qu'elle implique aussi celle de H 1 (S 1 , a p ), où a p désigne le schéma en groupes in- 
finitésimal sur le corps premier, noyau de F: G a — > G a (qui peut se décrire aussi 
comme le spectre de l'algèbre enveloppante restreinte de la p-algèbre de Lie triviale 
de dimension 1) : en effet la suite exacte 4.5 donne ici : 

H 1 (S, a p ) ~ Kcr(F: H 1 (5, S ) — > H 1 (5, ff s )), 

et plus généralement, désignant par a p ™ le noyau dans G a du n-ième itéré de F, on 
aura 

H 1 (S, a p n ) ~ Ker(F" : H 1 (5, Û s ) — H 1 (S, ff s )). 

En fait, la connaissance de p Pic5/^ équivaut à celle de H 1 (S 1 , G) pour tout groupe al- 
gébrique commutatif fini annulé par p, plus généralement, la connaissance de p n Pic s / k 309 
équivaut à celle de H 1 (S, G) pour tout groupe algébrique commutatif fini G annulé 
par p n , en vertu du théorème suivant qui englobe dans le cas envisagé à la fois la 
théorie de Kummer et celle de Artin-Schrcicr : 

Soit G un groupe algébrique fini sur k, D(G) = Homfc_ groupos (G, G m ) son dual 
de Cartier (dont l'algèbre affine est portée par l'espace vectoriel dual de l'algèbre 



( g )Pour la définition de Pic s/K , cf. A. Grothcndieck, Sém. Bourbaki N° 232 (Février 1962). 
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affine de G, i.e. par l'hyperalgèbre de G au sens de Dieudonné-Cartier), alors on a un 
isomorphisme canonique : 

(*) H 1 (S, G) ~ Hom fc . groupcs (Z?(G), Pic s/fe ). 

(N.B. S est un schéma propre sur k algébriquement clos, tel que B°(S, 0s) = k). 
Cette formule peut encore s'exprimer en disant que le « vrai groupe fondamental » 
de S auquel il était fait allusion au N° 2, rendu abélien, est isomorphe à la limite 
projective des D{P{), où Pi parcourt les sous-groupes algébriques finis de Pics/ fe , 
qu'on notera T*(Picx/fe)- Lorsque S est une variété abélienne, on a vu dans 2.1 que 
ce groupe est également isomorphe au « vrai » module de Tate T,(S) = hm n S, et 
l'isomorphisme (*) s'écrit alors de façon plus frappante 

Ext 1 (A, G) ~Hom(£>(G),B), 

A étant une variété abélienne, B sa duale, G un groupe algébrique fini sur k. Les 
résultats qu'on vient d'indiquer peuvent se généraliser d'ailleurs au cas où k est rem- 
placé par un préschéma de base quelconque, et à d'autres groupes de coefficients G 
que des groupes finis. 
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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 
ET GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 



Mme M. Raynaud^ 



Procédant comme dans [10], on associe à tout schéma X localement de type fini 
sur le corps des nombres complexes C un espace analytique X an dont l'ensemble 
sous-jacent est X(C). 

Dans les N° 2 et 3 de cet exposé, nous donnons un « dictionnaire » entre les pro- 
priétés usuelles de X et de X an et entre les propriétés d'un morphisme / : X — ► Y et 
du morphisme associé / an : X an — > Y an . 

Nous montrons ensuite que les théorèmes de comparaison entre faisceaux cohérents 
sur X et X an , établis dans [10, N° 12] pour une variété projective, sont encore valables 
lorsque X est un schéma propre. 

Enfin nous prouvons au N° 5 l'équivalence de la catégorie des revêtements étales 
finis de X et de la catégorie des revêtements étales finis de X an . En prime au lecteur, 
nous donnons une nouvelle démonstration du théorème de Grauert-Remmert [6] , util- 
isant la résolution des singularités [8] . 

1. Espace analytique associé à un schéma 

Soit X un schéma localement de type fini sur C. Soit <ï> le foncteur de la caté- 
gorie des espaces analytiques [4, N° 9] dans la catégorie des ensembles, qui à un es- 
pace analytique X associe l'ensemble des morphismes d'espaces annelés en C-algèbres 
Homc(X, X). On a le théorème suivant : 

Théorème et définition 1.1. — Le foncteur $ est représentable par un espace analytique 
X an et un morphisme <p: X an — > X . On dit que X an est l'espace analytique associé 
àX. 

Si \X an \ est l'ensemble sous-jacent à X an , ip induit une bijection de \X an \ sur 
l'ensemble X(C) des points de X à valeurs dans C. De plus, pour chaque point x 



(^D'après des notes inédites de A. Grothendieck. 
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de X an , le morphisme 

fx- &X, v {x) y ^X»»,î, 

qui est nécessairement local, donne par passage aux complétés un isomorphisme 

<Px'- &X,ip{x) — '' 0x™,x, 
En particulier le morphisme ip est plat. 

Notons que le fait que ip induise une bijection de X an sur X(C) résulte de la 
propriété universelle de X an . D'autre part on a les assertions suivantes : 

a) Si le théorème est vrai pour un schéma Y , il en est de même pour tout sous- 
schéma X de Y. Supposons d'abord que X soit un sous-schéma ouvert de Y ; si 

313 tp: Y an — ► Y est le morphisme canonique, ip~ 1 (X) est un ouvert de Y an que l'on 
muni de la structure d'espace analytique induite par celle de Y an . Comme tout mor- 
phisme d'un espace analytique X dans X se factorise à travers Y an d'après la propriété 
universelle de ce dernier, donc à travers X an qui est le produit nbré Y an Xyl, X an 
est l'espace analytique associé à X. Enfin l'assertion concernant les ip x est évidente. 

Il suffit maintenant de considérer le cas où X est un sous-schéma fermé de Y. Soit / 
le ^V-Idéal cohérent définissant X ; alors / • ^y» est un faisceau cohérent d'idéaux 
sur ^y.n qui définit un sous-espace analytique fermé X an de Y an ; on voit comme 
dans le cas d'un sous-schéma ouvert que X an est l'espace analytique associé à X. Soit 
ip: X an — > X le morphisme canonique. Pour tout point x de X an , le morphisme ip x 
n'est autre que le morphisme 

&Y,4>(x)/Iip(x) — ► ^•■,1/^(1) • ^V<"\x 

induit par ip x ; son complété 

Px- &Y,i;(x) / Ilp(x) • ^V,l/>(x) * ^y»,l/^(l) • ^V»»,X 

est un isomorphisme puisque ip x en est un, ce qui démontre a). 

b) Si l'on a deux C-schémas X\, X2, tels que Xf n et X| n existent, alors il en est de 
même de (X\ x X 2 ) an . Soient en effet <p\ : Xf n — > X\, P2 ■ X 2 n — ► X 2 les morphismes 
canoniques, p\, p 2 les deux projections de Xf n x X 2 n . On déduit formellement de 
EGA I 1.8.1 que X\ x X 2 est le produit de X\ et X 2 dans la catégorie des espaces 
annelés en anneaux locaux ; il en résulte que les morphismes <p\ -p\ et p 2 -pi définissent 

314 un morphisme tp: X an x X| n — » X\ x X 2 et que le couple (X an x Xf n , p) représente 
le foncteur X 1— ► Hohic(X,Xl x X 2 ). 

c) Si S 1 désigne l'espace affine de dimension 1, i.e. l'espace topologique C muni 
du faisceau des fonctions holomorphcs, le foncteur^ X Homc(X, Eç.) est 
rcpréscntable par S 1 , le morphisme canonique p: S 1 — > E\, étant le morphisme évi- 
dent. En effet se donner un morphisme d'un espace analytique X dans Eç, équivaut 
à se donner un élément de T(X, ce qui revient aussi à se donner un morphisme 



'*) [Ajouté en 2003 : E^, désigne la droite affine (algébrique) sur C] 
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de X dans S 1 . On a évidemment une bijection |£ x | ~ £^(C), et, pour chaque point 
x G S 1 , le morphisme <p x n'est autre que le morphisme identique d'un anneau de séries 
formelles à une variable sur C. 

On déduit de b) et c) que le théorème est vrai pour l'espace affine E£., n ^ 0. 
Utilisant a), on voit qu'il en est de même pour tout schéma affine X, localement de 
type fini sur C. Si l'on ne suppose plus X affine et si (Xi) est un recouvrement de X 
par des ouverts affines, il résulte de la propriété universelle et de a) que les Xf n se 
recollent et définissent ainsi l'espace analytique X an associé à X. 

1.2. Soit /: X — ► F un morphisme de C-schémas localement de type fini. Si 
(p: X an — > X et ip: Y an — ► Y sont les morphismes canoniques, il résulte de la pro- 
priété universelle de Y an qu'il existe un unique morphisme / an : X an — > Y an tel que 
le diagramme 

X an >X 

/ an / 
Y an j. y 

soit commutatif. On a donc défini un foncteur $ de la catégorie des C-schémas lo- 3f5 
calement de type fini dans la catégorie des espaces analytiques. 

Le foncteur $ commute aux limites projectives finies. Il suffit en effet de voir que 
$ commute aux produits fibrés. Or, si X, Y, Z, sont des schémas localement de type 
fini sur C, il résulte du fait que X x zY est le produit fibré de X et Y au-dessus de Z 
dans la catégorie des espaces annelés en anneaux locaux que X an x^.» Y an satisfait 
à la propriété universelle qui caractérise (X XzY) an . 

1.3. Soient X un C-schéma localement de type fini, X an l'espace analytique as- 
socié, (p: X an — > X le morphisme canonique. Si F est un ^-Module, l'image in- 
verse tp*F = F an est un faisceau de modules sur &x^- On définit ainsi un fonc- 
teur de la catégorie des ^x-Modules dans la catégorie des Modules sur X an . Ce 
foncteur commute aux limites inductives (EGA 4.3.2). Le faisceau étant co- 
hérent [4, n° 18 §2 th. 2], il transforme faisceaux cohérents en faisceaux cohérents 
(EGA 5.3.11). On a de plus : 

Proposition 1.3.1. — Le foncteur qui à un â x ™ -Module F associe son image inverse 
F an sur X an est exact, fidèle, conservatif. 

L'exactitude résulte du fait que le morphisme ip: X an — > X est plat (1.1). Prouvons 
que le foncteur F F an est fidèle. Compte tenu de l'exactitude, il suffit de montrer 
que, si F an est nul, il en est de même de F. Or, pour tout point x de X an , on a 
alors F lp ( x ' ) ®e x „ (x) = 0. Le morphisme t?x,<p(x) ^ ^x«\x étant fidèlement 

plat, on a F v i x \ = pour tout point fermé <p(x) de X, et, comme X est de Jacobson 
(EGA IV 10.4.8), ceci implique que F est nul. 
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Le fait que le foncteur F F an soit conservatif est formel à partir de l'exactitude 316 
et de la fidélité. 

2. Comparaison des propriétés d'un schéma et de l'espace analytique 
associé 

Proposition 2.1. Soient X un C-schéma localement de type fini, A an l'espace ana- 
lytique associé, n un entier. Considérons la propriété P d'être 

(i) non vide 
(i') discret 

(ii) de Cohen-Macaulay 

(iii) (S„) 

(iv) régulier 

(V) (Rn) 

(vi) normal 

(vii) réduit 

(viii) de dimension n. 

Alors, pour que X possède la propriété P, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de A an . 

Soit (p: X an — > X le morphisme canonique, (i) résulte du fait que l'on a 
|A an | = X(C) (1.1) et du fait que X est de Jacobson (EGA IV 10.4.8). Dire que X 
(resp. A an ) est discret équivaut à dire que l'on a dimX = (resp. dimA an = 
d'après [4, n° 19 §4 cor. 6]) ; (i') résulte donc de (viii). 

Soit P l'une des propriétés (ii) à (vii). Pour que X possède la propriété P, il faut 
et il suffit que P soit vérifiée en chaque point fermé de X ; en effet, X étant excellent 
317 (EGA IV 7.8.6 (iii)), l'ensemble des points où X vérifie P est un ouvert (loc. cit. ) 
et, si cet ouvert contient tous les points fermés, il est égal à X tout entier. Dire que 
X (resp. X w ) a la propriété P équivaut donc à dire que, pour tout point x de A an , 
l'anneau local @x,ip(x) (resp. &x an ,x) & la propriété P. Comme le fait qu'un anneau 
local excellent ait la propriété P se voit après passage au complété, la proposition 
résulte des isomorphismes î?x,<p(x) &x**,x dans les cas (ii) à (vii). Il en est de 
même dans le cas (viii), compte tenu des relations 

dimX = sup àhn.0 x ,(p(x) dimA an = sup dim€?x an ,x 

X X 

où x e A an . Ceci achève la démonstration. 

Proposition 2.2 . — Soient X un C-schéma localement de type fini, ip: A an — > X le 

morphisme canonique, T une partie localement constructible de X. Alors on a la 
relation 

On peut supposer que T est un ouvert dense de X. Soit H le sous-schéma fermé 
réduit de X d'espace sous-jacent X — T ; l'espace associé H &n est un sous-espace 



2. COMPARAISON DES PROPRIÉTÉS D'UN SCHÉMA 



243 



analytique fermé de X an d'espace sous-jacent X an — i^ _1 (T). On doit montrer que 
tout point x de H an appartient à </? -1 (T). Or, en un tel point x, le germe d'espace 
analytique (X an , x) contient le sous-germe (H an , x), et celui-ci est défini par un Idéal 
non nilpotent de Gx^,x- H résulte alors du Nullstellensatz [4, n° 19 §4 cor. 3] que tout 
voisinage ouvert de x contient des points de X an qui n'appartiennent pas à H an , ce 
qui prouve bien que l'on axe y> _1 (T). 

Corollaire 2.3 . — Soient X un C-schéma localement de type fini, <p: X an — > X le 318 
morphisme canonique, T une partie localement constructible de X. Pour que T soit 
une partie ouverte (resp. une partie fermée, resp. une partie dense), il faut et il suffit 
qu'il en soit ainsi de (y9 _1 (T). 

Le corollaire résulte de 2.2 et du fait que, X étant un schéma de Jacobson 
(EGA IV 10.4.8), deux parties localement constructibles de X qui ont même trace 
sur l'ensemble très dense X(C) sont égales. 

Proposition 2.4. — Soit X un C-schéma localement de type fini. Pour que X soit 
connexe (resp. irréductible), il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de X an . 

Supposons X an connexe (resp. irréductible). L'image X(C) de X an dans X est 
alors connexe (resp. irréductible). Il en résulte que X est connexe (resp. irréductible) 
car les parties fermées de X et X(C) se correspondent bijectivement (EGA IV 10.1.2). 

Inversement supposons X connexe (resp. irréductible), et montrons qu'il en est de 
même de X w . On peut se borner au cas où X est irréductible. Supposons en effet X 
connexe. Etant donné un point x de X, l'ensemble des points y € X tels qu'il existe 
une suite finie de sous-schémas fermés irréductibles Xi, . . . ,X n de X, avec x G Ai, 
y E X n , Xi (~l X i+ i ^ pour 1 ^ i ^ n — 1, est un ensemble à la fois ouvert et fermé, 
donc égal à X tout entier. Pour une suite X\, . . . , X n telle que précédemment, on a 
aussi Xf n (~l Xf^ ^ pour 1 ^ i ^ n — 1 ; si l'on suppose démontré que les Xf n sont 
connexes, il en est alors de même de X an . 

On suppose désormais X irréductible. On peut supposer de plus X affine. En effet, 319 
si (Ui)i£i est un recouvrement de X par des ouverts affines, deux de ces ouverts ont 
une intersection non vide, et la même propriété est donc vraie pour le recouvrement 
(Uf n )i<zi de X an ; si l'on suppose démontré que les U an sont irréductibles, il en est 
alors de même de X an . 

On peut supposer de plus que X est normal. Soit en effet X le normalisé de X ; 
comme le morphisme X — » X est surjectif, il est de même de X an — » X an , ce qui 
prouve que, si X an est irréductible, il est de même de X an . 

On suppose désormais X affine normal. Comme les anneaux locaux de X an sont 
intègres, il revient au même de dire que X an est irréductible ou qu'il est connexe. En 
effet, si & est une partie analytique fermée de X an , l'ensemble des points x de X an où 
l'on a codim^J?, X an ) — est un sous-ensemble analytique fermé de X an [4, n° 20 A 
Cor. 1] qui est aussi ouvert; si X an est connexe, ceci prouve que, si l'on a & ^ X an , 
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& est rare, donc que X an est irréductible. On est ainsi ramené à montrer que X &n 
est connexe. 
Soit 

i: X — > P 

une compactification de X , où P est un C-schéma projcctif normal et i une immersion 
ouverte dominante. Il résulte alors de [10, n° 12 th. 1] que P an est connexe. Comme 
X an est obtenu en enlevant à P an une partie analytique fermée rare, il résulte de 2.5 
ci-dessous que X an est aussi connexe. 

320 Lemme 2.5. — Soient 3? un espace analytique normal connexe, & une partie analy- 
tique fermée rare, alors 3£ — 2? — <3/ est connexe. 

Lorsque <3f est de codimension ^ 2, la proposition résulte de [11, n° 3 prop. 4]. 
Dans le cas général on peut supposer, quitte à enlever à 2? une partie analytique 
fermée de codimension ^ 2, que et *3f (considéré comme sous-espace analytique 
réduit de sont réguliers. D'après le théorème des fonctions implicites, tout point y 
de W possède un voisinage ^ isomorphe à une boule d'un espace affine S" n , de sorte 
que fl W soit défini par l'annulation d'un certain nombre de fonctions coordonnées. 
Ceci prouve que — ^ (~l & est connexe, et il en est donc de même de 3£ . 

Corollaire 2.6. - Soit X un C-schéma localement de type fini; le morphisme 

TTo(X^) — > TTo(X) 

induit par le morphisme canonique X an — > X est bijectif. 
3. Comparaison des propriétés des morphismes 

Proposition 3.1. — Soient f : X — > Y un morphisme de C-schémas localement de type 
fini, / an : X an — » y an le morphisme déduit de f sur les espaces analytiques associés. 
Soit P la propriété d'être 

(i) plat 

(ii) net (i.e. non ramifié) 

(iii) étale 

(iv) lisse 

321 ( v ) normal 

(vi) réduit 

(vii) injectif 

(viii) séparé 

(ix) un isomorphisme 

(x) un monomorphisme 

(xi) une immersion ouverte. 

Alors, pour que f possède la propriété P, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de / an . 
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Notons <p: X an — > X et ip: Y an — > y les morphismes canoniques. Soient x un point 
de X an , y = f an (x). Les morphismes ûy™, v —* &x™,x et &YMy) ~ * &x,<p(x) déduits 
de / et / an donnent le même morphisme par passage aux complétés (1.1). D'après 
[2, ch. 3 § 5 prop. 4] (resp. EGA IV 17.4.4) il revient donc au même de dire que / an 
vérifie la propriété (i) (resp. (ii)) ou de dire que / vérifie (i) (resp. (ii)) en chaque 
point fermé de X. Comme l'ensemble des points de X où (i) (resp. (ii)) est vérifié est 
un ouvert (EGA IV 11.1.1 et I 3.3), ceci démontre (i) et (ii), donc aussi (iii). 

Soit P la propriété (iv) (resp. (v), resp. (vi)). Compte tenu de 2.1 ((v), (vi), (vii)), 
il revient au même de dire que les fibres géométriques de f an aux différents points y 
de V an sont régulières (resp. normales, resp. réduites) ou qu'il en est ainsi des fibres 
géométriques de / aux différents points fermés 4>(y) de Y. Les cas (iv) (resp. (v), 
resp. (vi)) résultent alors de (i) et du fait que l'ensemble des points de Y où les fibres 
géométriques de / sont régulières est un ouvert (EGA IV 12.1.7). 

(vii) . Si / est injectif, il en est de même de / an . Inversement supposons / an injectif et 
montrons qu'il en est de même de /. On peut supposer / de type fini. Le morphisme 322 
/ an étant injectif, les fibres de / aux points fermés de Y sont radicielles; comme 
l'ensemble des points de Y dont la fibre est radicielle est localement constructible 
(EGA IV 9.6.1) et comme Y est un schéma de Jacobson, / a toutes ses fibres radicielles 
donc est injectif. 

(viii) . Soient A: X — » X x Y X et A an : A an — » X aD x y .. X aD les immersions 
diagonales, 9: A an Xya„ X an — > X Xy X le morphisme canonique. En vertu de 2.3 
il revient au même de dire que A(A) est fermé dans X Xy X ou que A an (X an ) est 
fermé dans X an Xy.n X an . 

Comme une immersion ouverte n'est autre qu'un morphisme étale injectif (EGA IV 
17.9.1 et [4, n° 13 §1]), (xi) résulte de (iii) et de (vii). Un isomorphisme étant la 
même chose qu'une immersion ouverte surjective, (ix) résulte de (xi) et de (3.2 (i)) ci- 
dessous. Dire que / est un monomorphisme équivaut à dire que la morphisme diagonal 
A: X — > X Xy X est un isomorphisme, donc (x) résulte de (ix). 

Proposition 3.2. Soient X et Y deux C-schémas localement de type fini, f : X — > Y 
un morphisme de type fini, / an : A an — > V an le morphisme déduit de f sur les espaces 
analytiques associés. Soit P la propriété d'être 

(i) surjectif 

(ii) dominant 

(iii) une immersion fermée 

(iv) une immersion 

(v) propre^ 323 

(vi) fini. 

Alors, pour que f possède la propriété P, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de f an . 



( 2 )Nous dirons qu'un morphisme d'espaces analytiques est propre s'il l'est au sens de [1, ch. 1 § 10 
n° 1] et s'il est séparé. 
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Soient ip : X an — ► X et i/j : Y an —> Y les morphismes canoniques. 

(i) . Si / est surjectif, pour tout point y de Y an , est une partie fermée 
non vide de X ; elle contient donc au moins un point fermé, ce qui prouve que / an est 
surjectif. Inversement, si / an est surjectif, f(X) est une partie localement constructible 
de Y (EGA IV 1.8.4) qui contient tous les points fermés de Y ; on a donc f(X) = Y. 

(ii) résulte de 2.2. 

(iii) . Si / est une immersion fermée, il en est de même de / an d'après 1.1 a). 
Inversement, si / an est une immersion fermée, il en est de même de / d'après 3.1 (x) 
et 3.2 (v), car cela revient à dire que / est un monomorphismc propre (EGA IV 
8.11.5). 

(iv) . Il est clair que, si / est une immersion, il en est de même de / an . Inversement 
supposons que / an soit une immersion, et soient T l'image de X dans Y, T l'adhérence 
schématique de /. On a une factorisation de /, 

X — U T -?-> J, 

où j est une immersion fermée, i le morphisme canonique, et on en déduit la factori- 
sation suivante de / an 

î' an —an 

324 Comme T = f(X) est une partie localement constructible de Y (EGA IV 1.8.4), on a, 
d'après 2.2, T a " = / an (V an ). Il en résulte que z an (V an ) est un ouvert de T a ", donc 
que i(X) est un ouvert de T. On considère la factorisation canonique de i 

X — ^ i(X) — T. 

Le morphisme if 1 est un monomorphisme propre, donc il en est de même de i\ d'après 
3.2 (v) et 3.1 (x) ; ceci prouve que i\ donc aussi / est une immersion. 

(v) . Supposons que / soit propre et montrons qu'il en est de même de / an . Le fait 
que / an soit propre étant local sur F an , on peut supposer Y affine. D'après le lemme 
de Chow (EGA II 5.6.1), on peut trouver un V-schéma projectif X 1 et un morphisme 
projectif surjectif 

g-.X'^X. 

Le morphisme (fg) an — f an g an est projectif donc propre, g an est surjectif, et il résulte 
de [1, ch. 1 § 10] que / an est propre. 

Inversement supposons / an propre et montrons qu'il en est de même de /. D'après 
3.1 (viii) / est séparé. Il reste à prouver que / est universellement fermé, et il suffit 
même de montrer que / est fermé ; en effet, pour tout V-schéma Y' localement de 
type fini, le morphisme 

f {YI) =h:Xx Y Y'^Y' 
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sera aussi fermé puisque h an est propre. Soit T une partie fermée de X ; /(T) est un 
ensemble localement constructible, et l'on a 

r(<p-\T)) = i;- 1 (f(T)). 

Comme / an est propre, ^p~ 1 (f(T)) est une partie fermée de F an , et il résulte donc 325 
de 2.2 que l'on a 

r 1 iW)) = r 1 {ï{T)). 

Cela entraîne que l'on a /(T) = /(T), i.e. que / est fermée donc que / est propre. 

(vi). Il revient au même de dire qu'un morphisme est fini ou qu'il est propre à fibres 
finies (EGA III 4.4.2 et [4, n° 19 § 5]). Comme l'ensemble des points où les fibres de / 
sont finies est localement constructible (EGA IV 9.7.9), les fibres de / sont finies si 
et seulement si il en est ainsi des fibres de / an ; (vi) résulte donc de (v) . 

Remarque 3.3 . - a) soit /: X — > Y un morphisme de C-schémas localement de 
type fini. Le fait que / an soit un isomorphismc local n'entraîne pas qu'il en soit de 
même de /. En effet, si / est étale, / an est étale donc est un isomorphisme local 
[4, n° 13 § 1], mais il n'en est pas nécessairement ainsi de /. 

b) L'énoncé 3.2 n'est pas vrai si l'on ne suppose pas / de type fini. Montrons par 
exemple que / an peut être une immersion fermée sans qu'il en soit de même de /. Il 
suffit en effet de prendre pour X la somme de Z copies de Spec C, et pour Y la droite 
affine, et pour / le morphisme obtenu en envoyant les points de X sur des points 
distincts de Y formant une partie discrète. 



4. Théorèmes de comparaison cohomologique et théorèmes d'existence 

L'objet de ce numéro est de redémontrer les résultats de [3, n° 2 th. 5 et th. 6] ; ces 
derniers généralisent au cas d'un schéma propre les théorèmes établis dans [10, n° 12] 
lorsque X est projectif, et les étendent au cas relatif. Des résultats plus généraux, 
concernant les schémas relatifs propres sur un espace analytique, sont prouvés dans 
[7, ch. VIII n°3]. 

Rappelons que la cohomologie de Cech utilisée dans [10, n° 12] coïncide avec la 
cohomologie usuelle dans le cas algébrique comme dans le cas analytique (EGA III 
1.4.1. et [5, II 5.10]). 
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4.1. Soient /: X — ► Y un morphisme de C-schémas localement de type fini et con- 
sidérons le diagramme commutatif 



x ^ i 
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Si F est un ^-Module, on a, pour tout entier p > 0, des morphismes 

R p f*F -U RP/„(^F an ) -À Rf(/ • ^)„F an -A» ^(RP/ an F an ), 

où i se déduit du morphisme canonique F — ► ip*F an , et j, fc sont des « edge- 
homomorphismes » de suites spectrales de Leray. Au composé k.j.i est associé un 
morphisme canonique 

(4.1.1) 9 p : (R p /„F) an — » R p / an (^ an ) 

327 Théorème 4.2 . — Soient f : X — > F un morphisme propre de C-schémas localement 
de type fini, F un &x -Module cohérent. Alors, pour tout entier p ^ le morphisme 
(4.1.1) ' 

6> p : (R p /»F) an — -» R p / an (^ an ) 

est wn isomorphisme. 

1) Cas où / est projectif. La démonstration est analogue à celle de [10, n° 13]. 
Rappelonsda brièvement. On se ramène au cas où X est un espace projectif type Py 
au-dessus de Y. Soit *3f = Y an , & = ; on prouve d'abord que l'on a 

/* an ^> = R p /* an = pour p > 

Pour vérifier les relations précédentes, on peut en effet se ramener au cas où est 
une boule 38 d'un espace affine S n . On considère le « recouvrement standard » {%} 
de & par r + 1 ouverts isomorphes à Sê x <? r . Comme ces ouverts sont de Stein, on a, 
pour tout entier p > 0, des isomorphismes 

n p ({Wi},û&) ^h p (^,^) 

On peut alors exprimer les sections du faisceau structural & sur les ouverts % et 
sur leurs intersections en termes de séries de Laurent ; un calcul facile prouve que 
l'on a 

H (^,^» ^H°(^,^V), H p (^,^)=0 pourp>0 

La démonstration s'achève alors en recopiant [10, n° 12 lemme 5], les groupes de 
cohomologie étant remplacés par les faisceaux de cohomologie. 

328 2) Cas où f est propre. On utilise EGA 111 3.1.2 pour se ramener au cas projectif. 
Soit J(f la catégorie des ^x-Modules cohérents tels que 9 p soit un isomorphisme pour 
tout p > 0. Il suffit de prouver que, pour toute suite exacte — ► F 1 — > F — » F" — > 
dont deux termes sont dans J^, il en est de même du troisième, qu'un facteur direct 
d'un objet de Jif est dans J(f , et que, pour tout point x de X, on peut trouver un 
objet F de tel que l'on ait F x ^ 0. 
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Le première condition résulte par application du lemme des cinq du diagramme 
commutatif suivant dont les lignes sont exactes : 

> (R p /*F') an > (R p /*F) an > (RP/»F") an > (R p+1 /*^') an > 



^ R p janpfan ^ R p yan ^an ^ R p yan^v/an ^ R^ - *"^ J&nj^/an ^ , 

et on vérifie de façon analogue la deuxième condition. 

Pour vérifier la troisième condition, on peut se borner au cas où X est un schéma 
irréductible de point générique x. On pouvait supposer Y noethérien dès le début. 
D'après le lemme de Chow (EGA II 5.6.1), on peut trouver un F-schéma projectif X' 
et un morphisme projectif surjectif g: X' — > X. D'autre part il existe un entier n 
tel que l'on ait Wg*(0x' (n)) = pour tout p > et que le morphisme canonique 
g*g*(0x>(n)) -> û X '\n) soit surjectif (EGA III 2.2.1). Si l'on pose F = g*(û x >(n)), 
le faisceau F répond à la question. En effet on a F x ^ ; de plus la suite spectrale de 
Leray 

R7,(RV(^W)) R p+9 (/ -g)*{0x'{n)) 

étant dégénérée, on a un isomorphisme 

R ï /.FAR"(/. J ) t (^(n)) 
Comme dans le cas algébrique on a un isomorphisme canonique 329 

RP/ a„ F a„ RP(/ . s)r( ^, (ll) an )] 

et le diagramme 

(RP/»F) an (RP(f ■ g)*(0x>(nW n 

R pja„ F a„ RP(J . g)^{û x ,{nY n ) 

est commutatif. D'après 1) ip p est un isomorphisme; il en est donc de même de 9 P , ce 
qui achève la démonstration. 

Corollaire 4.3 . — Soient X un C-schéma propre, F un û x -Module cohérent. Alors, 
pour tout entier p > 7 le morphisme canonique 

W(X,F) — >H p (A an ,F an ) 

est un isomorphisme. 

Théorème 4.4 . — Soit X un C-schéma propre. Le joncteur qui, à tout &x -Module 
cohérent F, associe son image inverse F an sur X an est une équivalence de catégories. 

1) Le fondeur est pleinement fidèle. Soient en effet F et G deux ^x-Modules 
cohérents. Le morphisme canonique 

Rom ûx (F, G) — » Hom^ an (F aD , G an ) 



P 
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s'identifie au morphisme canonique 

U a (X,Hom ûx (F,G)) — » H°(A an , Hom^ x (f, G)) 

330 (EGA Oi 6.7.6). Comme Hom^ (F, G) est cohérent, il résulte de 4.3 que ce morphisme 
est bijectif. 

2) Le fondeur est essentiellement surjectif. Lorsque X est projectif l'assertion ré- 
sulte de [10, n° 12 th. 3]. Le cas général se ramène au précédent en utilisant le lemme 
de Chow (EGA II 5.6.1). Soient en effet X' un C-schéma projectif, /: X' — ► X un 
morphisme projectif surjectif, U un ouvert dense de X tel que / induise un isomor- 
phisme f (U) ~ U. On raisonne par récurrence noethérienne sur X ; on peut donc 
supposer que, pour tout faisceau cohérent sur X an tel que l'on puisse trouver une 
partie fermée Y de X distincte de X, satisfaisant à la relation Y an D Supp^, il existe 
un faisceau cohérent G sur X tel que l'on ait un isomorphisme G an ~ êf . 

Soit & un faisceau de modules cohérent sur ^.n , Jjf et _Sf les faisceaux cohérents 
déhnis par la condition que la suite 

— > X — > — » JF — ► JS? — > 

soit exacte. Comme X' est projectif, il existe un ^-'-Module cohérent 7" tel 
que l'on ait 7" an ~ / an *j^; on déduit alors de 4.2 que l'on a un isomorphisme 
(f*F') an ~ f an f an *^. Comme |£/ an et ^|J7 an sont nuls, il existe des ^-Modules 
cohérents K et L tel que l'on ait des isomorphismes K an ~ J^, L an ~ Jzf. D'après 1) 
le morphisme / an / an *^ — > -S? provient d'un unique morphisme f*F' — > L; soit 
7 = Ker(/*F' — > 7). Le faisceau J^" est alors extension de 7 an par K an , et il suffit 

331 de voir que cette extension provient par image inverse d'une extension de 7 par K . Il 
suffit donc de prouver que le morphisme canonique 

(*) Ext^(7,7f) an ^Ext^ an (7 an ,7, an ) q^l 

est bijectif. Or on a des isomorphismes Ext^ x (7, K ) an Ext^ an (7 an ,7T an ) pour 
tout entier g ^ (EGA Om 12.3.5), et un morphisme de suites spectrales 

W(X, Ext^ (7, K)) > Ext%*(/> K) 

W(X an , Ext^ an (7 an , 7T an )) => Ext^+" an (7 an , 7f an ). 

Ce morphisme est un isomorphisme car, d'après 4.3, il en est ainsi sur les termes E^ 9 , 
et ceci démontre la bijectivité de (*). 

Corollaire 4.5. — Le joncteur qui à tout C-schéma propre X associe X an est pleine- 
ment fidèle. 

On doit montrer que, si X et Y sont deux C-schémas propres, l'application canon- 
ique 

Hom c (A:,y) — > Hom(A: an ,r an ) 



5. THÉORÈMES DE COMPARAISON DES REVÊTEMENTS ÉTALES 



251 



est bijective. Or se donner un morphisme de X dans Y (resp. de X an dans Y an ) 
équivaut à se donner son graphe, i.c. un sous-schéma fermé Z de X x Y (resp. un 
sous-espace analytique fermé Z de X an x Y an ), tel que la restriction de la première 
projection X x Y ^ X k Z (resp. de X an x Y aD — » X an à Z) soit un isomorphisme. 332 
Comme la donnée d'un sous-schéma fermé de X x Y (resp. d'un sous-espace analytique 
fermé de X an x Y an ) équivaut à celle d'un faisceau cohérent d'idéaux sur Gx*.y (resp. 
SUr ^an^yaB ), le corollaire résulte de 4.4. 

Corollaire 4.6. — Soit X un C-schéma propre. Le foncteur qui, à tout schéma fini 
(resp. étale fini) X' au-dessus de X , associe X' an est une équivalence de la catégorie 
des schémas finis (resp. étales finis) au-dessus de X dans la catégorie des espaces 
analytiques finis (resp. étales finis) au-dessus de X an . 

En effet se donner un morphisme fini X' — > X (resp. X' an — > X an ) équivaut à se 
donner un faisceau cohérent d'algèbres sur &x (resp. sur ^.») [4, n° 19 §5 th. 2]. Le 
corollaire résulte donc de 4.4 dans le cas non respé, et le cas respé s'en déduit compte 
tenu de 3.1 (iii). 

5. Théorèmes de comparaison des revêtements étales 

5.0. Précisons la notion de revêtement fini d'un espace analytique. Si X est un espace 
analytique, on dit qu'un espace analytique X' fini au-dessus de X est un revêtement 
fini de X si toute composante irréductible de X' domine une composante irréductible 
de X. 

Théorème 5.1 («Théorème d'existence de Riemann»). — Soient X un C-schéma lo- 
calement de type fini, X an l'espace analytique associé à X . Le fondeur * qui, à tout 
revêtement étale fini X' de X , associe X' an est une équivalence de la catégorie des 333 
revêtements étales finis de X dans la catégorie des revêtements étales finis de X an . 

1) Le fondeur ^ est pleinement fidèle. Soient X' et X" deux revêtements étales 
finis de X, et prouvons que l'application canonique 

(*) Rom x (X',X") ► Hom X an(X' an ,X" an ) 

est bijective. On peut supposer X' connexe. Se donner un X-morphisme de X' dans 
X" équivaut à se donner une composante connexe Xi de X' Xx X" telle que le 
morphisme Xi — > X' induit par la première projection soit un isomorphisme. Comme 
les composantes connexes de X' XxX" correspondent bijectivement aux composantes 
connexes de X' an Xj.» x" an (2.6) et qu'un morphisme Xi — > X' est un isomorphisme 
si et seulement si il en est ainsi de Xf n X' an , ceci démontre la bijectivité de (*). 

2) Le fondeur est essentiellement surjedif. Soit X' un revêtement étale fini 
de X an et prouvons qu'il existe un revêtement étale X' de X tel que l'on ait un 
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isomorphisme X' an -^-» X'. Compte tenu de 1) la question est locale sur X, et on 
peut donc supposer X affine. 

a) Réduction au cas où X est normal. On peut supposer X réduit. Supposons en 
effet le théorème démontré pour X r éd- Le foncteur qui, à un revêtement étale fini X' 
de X fait correspondre le revêtement étale fini X' T a d de X a ^ d est alors une équivalence. 
Comme il s'obtient en composant avec le foncteur 6 qui, à un revêtement étale fini 
de X an associe son image inverse sur X a ? d , et que O est pleinement fidèle, ceci montre 
que \& est une équivalence de catégories. 

334 On peut supposer X normal. Soit en effet X le normalisé de X, p: X — > X le 
morphisme canonique. Comme p est fini, p est un morphisme de descente effective 
pour la catégorie des revêtements étales (IX 4.7). Le théorème étant supposé démon- 
tré pour X, si l'on pose X' = X' Xx» X an , il existe un revêtement étale X' de X 
et un isomorphisme X' an ~ X'. Il résulte alors de 1) que la donnée de descente na- 
turelle que l'on a sur X' se relève en une donnée de descente sur X' relativement à 
X — > X ; ceci prouve l'existence d'un revêtement étale X' de X tel que l'on ait un 
isomorphisme i : X' an Xx-I™ — X', dont les images inverses par les deux projections 
de X an Xj.n X an soient les mêmes. D'après IX 3.2, dont la démonstration est val- 
able dans le cas analytique, le morphisme X an — > X an est un morphisme de descente 
pour la catégorie des revêtements étales, et par suite i provient d'un isomorphisme 

b) Réduction au cas où X est régulier. Soient U l'ouvert des points réguliers de X, 
i: U —> X, i an : U an — » X an les morphismes canoniques; comme X est normal, on a 
codim(X — U, X) ^ 2. Supposons qu'il existe un revêtement étale U' de U tel que 
l'on ait U' an ~ X'\U an et montrons qu'alors U' se prolonge en un revêtement étale X' 
de X tel que l'on ait X' an ~ X'. Il suffit de voir que U' se prolonge en un revêtement 
étale X' de X ; en effet on aura alors un isomorphisme X' an \U an ~ X'\U an ; mais, si 
& et Sf sont les faisceaux cohérents d'algèbres sur ^x an définissant respectivement 
X' et X' an , le fait que X soit normal et que l'on ait codim(X — U, X) ^2 entraîne 
que les morphismes canoniques 

— -» z an (^ an ) s? — > C(^ an ) 

335 sont des isomorphismes [11, n° 3 prop. 4]. Il en résulte que & et donc aussi X' an 
et X' sont isomorphes. 

Soit ip: X an — > X le morphisme canonique. Comme le problème de prolonger {/' 
à X est local sur X, il suffit de prouver que, pour tout point y de X an — [7 an , le 
revêtement étale U' = U' xx Spec &x,ip(y) de t^y) = U xx Spec Gx,<p(y) se P r0 ~ 
longe à Spec ûx,<p(y)- Soit if la ^/-Algèbre cohérente définissant U 1 . Le morphisme 
canonique 

a: (ùff) an — > C(# an ) = ^ 
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définit un morphisme de faisceaux de modules sur Spec âx^, v ■ 

dont la restriction à U y — Xs P oc^ Xv(ï) Spec &x™, y est un isomorphismc. Mais 

ceci prouve que H \U y est trivial, donc que U' ^ se prolonge à Spec &x,<p(y)- 
c) Cas où X est affine régulier. Soit 

j:X^P 

une compactification de X, où P est un C-schéma projectif et j une immersion ou- 
verte dominante. Grâce au théorème de résolution des singularités [8], on peut trouver 
un schéma régulier R, un morphisme projectif r: R — ► P, tel que r induise un iso- 
morphisme r~ 1 (X) ~ X et que r^ 1 (X) soit le complémentaire dans R d'un diviseur 
à croisements normaux. Soit 336 

k: X — > R 

l'immersion canonique. On va montrer qu'il existe un revêtement fini normal (5.0) 31' 
de R an qui prolonge le revêtement étale X' an . D'après la proposition 5.3 ci-dessous, 
un tel revêtement est unique ; le problème de prolonger X' an est donc local sur R an 
au voisinage de R an — X an . Or chaque point de R an — X an a un voisinage ouvert 
V isomorphe à une boule d'un espace affine £", tel que V — V n X an soit défini par 
l'annulation des p premières fonctions coordonnées zi,...,z p , avec ^ p ^ n. Le 
groupe fondamental de IX = V n X an est isomorphe à Z p , et tout revêtement étale 
de IX est quotient d'un revêtement de la forme 

U" = U[T 1 ,..., T P }/(T?> - si, ... , T£» - z p ), 

où les rii sont des entiers > 0, par un sous-groupe H du groupe de Galois 
Z/mZ x • • • x Z/ripZ de U" . Or IX" se prolonge en le revêtement régulier 

V" = V[T U . . . , T P ]/(T^ - z p ), 

de V sur lequel H opère, et le quotient de V" par H est le prolongement cherché. 

La démonstration s'achève alors grâce à 4.6. Le revêtement "X provient d'un revête- 
ment fini R' de R; la restriction de R' à X est un revêtement X' de X tel que l'on 
ait X' an ~ X', et d'après 3.1 (iii) X' est un revêtement étale de X. 

Corollaire 5.2. — Soient X un C-schéma localement de type fini connexe, <p: X an -^X 337 
le morphisme canonique, x un point de X an . Soit iri(X an ,x) le groupe fondamental 
de l'espace topologique X an au point x, ■n\{X 1 ip{x)) le groupe fondamental du schéma 
X au point <p(x) (V 7). Alors wi(X,<p(x)) est canoniquement isomorphe au complété 
de 7Ti(X an , x), pour la topologie des sous-groupes d'indice fini. 

Soit en effet c if la catégorie des revêtements étales finis de X an , F le foncteur de ^ 
dans Ens qui, à tout revêtement étale fini X' de X an associe l'ensemble des points 
de X' au-dessus de x, et soit Tri(X an ,x) le groupe profini associé à et F comme il 
est dit dans V 4. Comme tout revêtement étale fini de X an est quotient du revêtement 
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universel par un sous-groupe d'indice fini, TTi{X an ,x) n'est autre que le complété de 
7Ti(X an ,x) pour la topologie des sous-groupes d'indice fini. Le corollaire résulte donc 
de 5.1 et V 6.10. 

Proposition 5.3. — Soient X un espace analytique normal, y un sous-ensemble ana- 
lytique fermé tel que IL = X — ^ soit dense dans X. Alors le joncteur qui, à tout 
revêtement normal fini (5.0) X' de X associe sa restriction à 11 est pleinement fidèle. 

Soient X' and X" deux revêtements finis normaux de X. On doit montrer que 
l'application canonique 

Hom x (X',X") -^Hom u (X'|lX,X"|lX) 

est bijective. Soient u, v deux X-morphismes de X' dans X" dont les restrictions 

338 à IX sont les mêmes et prouvons que u = v. Les morphismes « et d coïncident 
sur l'ouvert dense IX Xx X', donc sur les espaces topologiques sous-jacents. D'après 
[4, n° 19 §4 cor. 5] ceci prouve que l'on a u = v. 

Soit maintenant u un IX-morphisme de X'|1X dans X"|1X et montrons qu'il se pro- 
longe à X' tout entier. On peut supposer X' régulier. En effet, X' étant normal, on 
peut trouver un ouvert V de X dont le complémentaire soit une partie analytique de 
codimension ^ 2, tel que X' Xj V = V soit régulier. Soit V" = 1" Xj V et supposons 
la proposition démontrée pour V. On considère le diagramme commutatif 

V >X' 

g' 

v >x 

À u est associé un morphisme de ^VAlgèbres g"<^V" — * gi^v, d'où l'on déduit un 
morphisme 

i*gl&v« — > ug'.Gv- 

Compte tenu des isomorphismes i'^ûyi ~ ûx 1 , i'I&v — [H, n° 3 prop. 4] on en 
déduit un morphisme de i^x-Algèbres 

f'I&X" — > fi^X', 

d'où le morphisme X' — » X" cherché. 

339 On suppose désormais X' régulier. Soient IX' = IX xj X', y = X' — IX'. On considère 
y comme sous-espace analytique réduit de X' ; si y[ est le fermé singulier de y', on a 
dim^i < dim^' [4, n° 20 D. Th. 3]. On voit donc par récurrence sur la dimension de y' 
que l'on peut supposer y' lisse. Comme il suffit de prolonger u à un voisinage ouvert 
de chaque point de y', on peut supposer par le théorème des fonctions implicites que 
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X' est une boule d'un espace affine £™ et y' le fermé défini par l'annulation des p 
premières fonctions coordonnées zi,...,z p , avec ^ p ^ n. 

On associe à u une section s de p: X' x % X" — > X' au-dessus de IX' ; quitte à 
restreindre X', on peut supposer p*(&x'xj;X") engendré par des éléments x\, . . . , x q de 
r(X',p*^ > x'x x X") ; soient u\,...,u q <G r(U', ^x') les images par s de xi|lt', . . . ,x q \W. 
Dire que s se prolonge à X' revient à dire que les u\,...,u q se prolongent en des 
sections de r(X', &%')■ Mais, puisque / est fini, chaque Uj est une série de Laurent en 
Zi, . . . , z p , à coefficients des séries entières en z p +i, . . . , z n , qui satisfont à des relations 
de dépendance intégrale. Il en résulte que m est borné donc est une série entière en 
Zi, . . . , z n , et par suite se prolonge à X'. 

On peut se demander si le foncteur introduit dans 5.3 est une équivalence de caté- 
gories. On a une réponse à cette question grâce au théorème de Grauert-Remmert 
[6] dont nous donnons une démonstration ci-dessous utilisant la résolution des singu- 
larités. On aurait aussi pu utiliser le théorème de Grauert-Remmert pour démon- 
trer 5.1 ; c'est ce que l'on faisait avant de disposer de [8]. 

Théorème 5.4 (Théorème de GRAUERT-REMMERT). - - Soient X un espace analytique 340 
normal, V un sous-ensemble analytique fermé tel que IX = X — y soit dense dans X. 
Soit W un revêtement normal fini de U ; on suppose qu'il existe une partie analytique 
fermée rare S de X telle que la restriction deW à U — IX n S soit étale. Alors il existe 
un revêtement fini normal X' de X qui prolonge W , et X' est unique à isomorphisme 
près. 

L'unicité résulte de 5.3. Le problème de prolonger IX' est donc local sur X. On 
peut supposer U régulier et W étale sur IX. En effet l'ensemble des points réguliers 
de U est un ouvert V dense dans X dont le complémentaire est une partie analytique 
[4, n° 20 D th. 2] et il suffit de remplacer U par l'ouvert V - V n S. 

Soit y un point de X — U et montrons que l'on peut prolonger W à un voisinage 
de y. Quitte à restreindre X à un voisinage ouvert de y, il résulte du théorème de 
résolution des singularités [8] que l'on peut trouver un espace analytique régulier Xi, 
un morphisme projectif /: Xi — > X induisant par restriction à U un isomorphisme 
Ui = / _1 (U) ~ U, tel que ICi soit le complémentaire dans Xi d'un diviseur à croise- 
ments normaux. Montrons que W se prolonge en un revêtement fini normal de Xi. 
Comme la question est locale sur Xi, on peut supposer que Xi est une boule d'un 
espace affine £" et que Xi — Ui est défini par l'annulation des p premières fonctions 
coordonnées z\,...,z p , avec ^ p < n. Le revêtement étale W de IX i est quotient 
d'un revêtement de la forme 

Ua = lCi[Ti, . . . , T p \l (T™ 1 - Zl ,...,T^- Zp ) 

par un sous-groupe H du groupe de Galois de IX2. Le revêtement IX2 se prolonge en 341 
le revêtement 

X 2 = Xi[Ti, . . .,T P }/ (T? 1 .,T$' - Zp) 

de Xi sur lequel H opère, et X2/H prolonge IX' à Xi. 
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Notons X[ le revêtement fini normal de Xi qui prolonge II', 3r la Û'x 1 -Algèbre 
cohérente définie par 1\. D'après le théorème de finitude de Grauert-Remmert 
[4, n° 15 th. 1.1], est une ^x-Algèbre cohérente. Il lui correspond donc un revête- 
ment fini X' de X qui est d'ailleurs normal puisque X[ l'est, et X' est le prolongement 
de II' cherché. 

Remarque 5.5. — Dans l'énoncé 5.4, on ne peut supprimer l'hypothèse sur le lieu des 
points où le morphisme II' — » II n'est pas étale. Soit par exemple X le disque unité du 
plan complexe, U le complémentaire de l'origine dans X, II' = 1X[T]/(T 2 — sml/z), 
où z est la fonction coordonnée sur X. Alors II' est un revêtement fini normal de II 
qui ne se prolonge pas à X. Supposons en effet que II' se prolonge en un revêtement 
fini X' de X ; le lieu des points de X où le morphisme X' — > X n'est pas étale est alors 
un fermé analytique qui contient tous les points z tels que l'on ait sin 1/z = 0, ce qui 
est absurde. 

On peut cependant supprimer l'hypothèse sur le lieu singulier du morphisme 
IL' — > U lorsque l'on a codim(X — U, X) ^ 2. On peut en effet supposer II régulier. Le 
lieu des points de II où IX' — ► U n'est pas étale est un diviseur de II, et il résulte du 
342 théorème de Remmert-Stein [9, th. 3] qu'il est la trace sur II d'un diviseur de X. Or, 
dans ce cas, si A est une ^u-Algèbre cohérente telle que II' = Spec an(.A), si i : IL — > X 
est le morphisme canonique, il suffit de prendre X' = Spec an(ï».A) ; on sait en effet 
que i*A est cohérente [11, n° 1 th. 1]. 

[Remarque (ajoutée en 2003 (MR)). — Il existe des groupes de présentation finie G, 
non triviaux, qui ne possèdent pas de sous-groupes d'indice fini, distincts de G, par ex- 
emple le groupe de G. Higman (cf. J-P. Serre, Arbres et amalgames, Astérisque N°46, 
prop. 6, chap. I, § 1). Dès lors, si un tel groupe se réalise comme groupe fondamental 
topologique d'un schéma V sur C, disons lisse et projectif, l'espace topologique Vt op 
sous-jacent à V n'est pas simplement connexe, mais V est algébriquement simple- 
ment connexe. À l'heure actuelle, on ne connaît pas de tels V. Signalons toutefois que 
D. Toledo a construit des schémas lisses et projectifs V sur C dont le groupe fonda- 
mental topologique n'est pas séparé pour la topologie des sous-groupes d'indice fini 
(le morphisme naturel 7ri(Vt op ) — > TTi(Kig) n'est pas injectif). [D. Toledo, Projective 
varieties with non-residually finite fondamental group, Publ. Math. IHES 77 (1993), 
p. 103-119].] 
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EXPOSÉ XIII 



PROPRETÉ COHOMOLOGIQUE 
DES FAISCEAUX D'ENSEMBLES ET 
DES FAISCEAUX DE GROUPES NON COMMUTATIFS 

344 

par Mme M. Raynaud^ 



Cet exposé se propose d'utiliser la cohomologie étale pour généraliser certains ré- 
sultats de IX et X. Il montre aussi comment on peut étendre aux faisceaux en groupes 
non nécessairement commutatifs les résultats de SGA 5 II qui ont encore un sens 
pour de tels faisceaux. On suppose connues les notions de cohomologie étale exposées 
dans SGA 4. 

Le résultat principal (2.4) donne un exemple important de morphisme non propre 
/: U — > S, qui soit « cohomologiquement propre en dimension ^ 1 », c'est-à-dire 
tel que, pour certains faisceaux en groupes F sur U (au sens de la topologie étale), 
la formation de f*F et R 1 /»^ commute à tout changement de base S' — * S. Cette 
propriété est en effet satisfaite par l'ouvert U d'un schéma X propre sur S, complé- 
mentaire d'un diviseur D à croisements normaux relativement à S, du moins si l'on 
impose à F d'être constant fini, d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles de S. 
Si l'on ne suppose plus F d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles de S, on a 
un résultat analogue en remplaçant R 1 /*-^ par le sous-faisceau R%f*F obtenu en se 
bornant à considérer les torseurs sous F « modérément ramifiés sur X relativement 
à S* ». En particulier cela permet de montrer que le groupe fondamental modérément 
ramifié d'une courbe algébrique propre et lisse sur un corps séparablement clos, privée 
d'un nombre fini de points fermés, est topologiquement de type fini (2.12). 

Le n° 4 est consacré à la suite exacte d'homotopie et à la formule de Kûnneth. 345 
Enfin un appendice donne des variantes utiles du lemme d'Abhyankar démontré 
dans X.3.6. 

0. Rappels sur la théorie des champs 

Nous utiliserons dans ce qui suit la théorie des champs exposée dans [1] et [2]. Nous 
nous bornons au cas du site étale d'un schéma. Étant donné un schéma X, notons 



(^D'après des notes inédites de A. Grothendieck. 
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Xét le site étale de X. Rappelons qu'un champ F sur X est une catégorie fibrée au- 
dessus de Xét telle que, pour tout schéma X' étale sur X et pour tout couple d'objets 
x, y de la fibre Fx> , le préfaisceau Homx' (x, y) soit un faisceau, et telle que, pour 
tout morphisme étale surjectif X" — > X', tout objet de Fx» muni d'une donnée de 
descente relativement à X" — ► X' soit image inverse d'un objet de Fx> ■ 

On note F(X') la catégorie des sections cartésiennes de F/X' . Plus généralement, 
si Schx est la catégorie des schémas au-dessus de X munie de la topologie étale, 
le champ F peut s'étendre en un champ & sur Schx et, pour tout morphisme 
f:X'—* X, on note encore F(X') la catégorie des sections cartésiennes de ce champ 
& au-dessus de X' . 

Une gerbe est un champ tel que, pour tout schéma X' étale sur X et pour tout 
couple d'objets x, y de Fx> , tout morphisme de x dans y soit un isomorphisme, que 
x et y soient localement isomorphes, et tel que l'ensemble des objets X' de Xét tels 
que Fx> soit non vide est un raffinement de Xét- Par exemple le champ des torseurs 
sous un faisceau en groupes est une gerbe qui, de plus, a une section cartésienne. 
Réciproquement une gerbe qui a une section, i.e. telle qu'il existe un objet x de Fx, 

346 est équivalente au champ des torseurs sous le faisceau en groupes Autx(x). 

On a une notion évidente de sous-gerbe et de sous-gerbe maximale d'un champ F. 
Etant donné une section cartésienne x de F(X), il existe une unique sous-gerbe max- 
imale G x de F telle que x se factorise à travers G x . On appelle G x la sous-gerbe 
engendrée par x ; c'est par définition une gerbe triviale. Le préfaisceau SF défini par 

SF(X') = {sous-gerbes maximales de F \X'} 

est un faisceau appelé, faisceau des sous-gerbes maximales de F. Soit O le préfaisceau 
défini par 

O(X') = {classes d'objets de Fx 1 mod. isomorphisme}. 

En associant à tout objet x de Fx> la sous-gerbe maximale de F\X', engendrée par x, 
on obtient un morphisme 

O — ► S F; 

d'après [2, III 2.1.4], ce morphisme fait de SF un faisceau associé à O. 

Un champ F est dit constructible (resp. ind-h-fini, L étant un ensemble de nombres 
premiers) si, pour tout schéma X' étale sur X et pour tout objet x de Fx 1 , il en est 
ainsi du faisceau Autx'(x) [2, VII 2.2.1]. On dit qu'un champ est 1- constructible s'il 
est constructible et si le faisceau des sous-gerbes maximales est constructible. 

1. Propreté cohomologique 

1.0. Soient S un schéma, f:X — > y un morphisme de ^-schémas. Si S' est un 

347 S-schéma, on considère le diagramme suivant, dont tous les carrés sont cartésiens : 
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(1.0.1) 



X' 



r 



* g •*■ 



S'. 




Si Y\ est un schéma étale au-dessus de Y, on pose X\ = X Xy Y\, Y{ = Y 1 Xy Y\, 
et on considère le carré cartésien 



(1.0.2) 



Définition 1.1. — Soit F un champ sur X. On dit que (F, /) est cohomologiquement 
propre relativement à S en dimension < —1 (resp. en dimension < 0, resp. en dimen- 
sion < 1) si, pour tout 5-schéma S", le foncteur canonique (défini de façon évidente 
par la propriété universelle de l'image inverse de champs) : 

9*f*F — fih*F (cf. 1.0.1) 

est fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence de catégories). 

S'il n'y a pas de confusion possible sur S, en particulier si S = Y, on dit coho- 
mologiquement propre au lieu de cohomologiquement propre relativement à S. 



1.2. Soit F un faisceau d'ensembles sur X ; soit $ le champ en catégories discrètes 
associé à F, i.e. le champ dont la fibre au-dessus de tout schéma X\ étale sur X 
est la catégorie discrète ayant pour ensemble d'objets F(Xi). On dit que (F,f) est 
cohomologiquement propre relativement à «S en dimension ^ — 1 (resp. en dimension 
< 0) si (<f>, /) est cohomologiquement propre relativement à £ en dimension < (resp. 
en dimension ^ 1). 

Le morphisme canonique 

(1.2.1) g*UF — > fih*F 

donne par passage aux champs en catégories discrètes associées le morphisme canon- 
ique 

Par suite dire que (F, /) est cohomologiquement propre relativement à S en dimen- 
sion ^ —1 (resp. en dimension ^ 0) équivaut à dire que, pour tout S'-schéma S', le 
morphisme (1.2.1) est injectif (resp. bijectif). 
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1.3. Soit F un faisceau en groupes sur X et $ le champ des torseurs sur X de 
groupe F [1, II 2.3.2]. On dit que (F, f) est cohomologiquement propre relativement 
à S en dimension ^ —1 (resp. ^ 0, resp. ^ 1) si ($, /) est cohomologiquement propre 
relativement h S en dimension ^ —1 (resp. ^ 0, resp. ^ 1). La condition de propreté 
cohomologique peut s'expliciter comme suit. 

Proposition 1.3.1. — Les notations sont celles de (1.0.1) et (1.0.2). Soit F un fais- 
ceau en groupes sur X . On désigne par F' (resp. F\, resp. F[, etc.), l'image inverse 
de F sur X' (resp. sur X\, resp. sur X[, etc.). Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) (F, f) est cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ — 1 (resp. 
^ 7 resp. ^ 1). 

(ii) Pour tout morphisme S' — » S, pour tout schéma Y\ étale au-dessus de Y , et 
pour tout torseur P sur X\ de groupe F\ , si P F\ désigne le groupe tordu de F\ par P 
[1, II 4.1.2.3], le morphisme canonique 

a : gî(fi*( P Fi)) — fU P 'Fl) 
est injectif (resp. ao est bijectif et le morphisme canonique 

auff'CR 1 /.^)— ►R 1 /^' 
est injectif, resp. ao et ai sont bijectifs). 

(ii bis) Pour tout morphisme S' — » S, pour tout schéma Y\ étale au-dessus de Y, 
pour tout torseur P sur X\ de groupe F\, et pour tout torseur R sous P Fi, le mor- 
phisme canonique 

a : 9Î(h*R) — > îLR' 
est injectif (resp. a est bijectif, resp. les morphismes a et 

ai : 5 ï(R7i^i))^R7i*( P H') 

sont bijectifs). 

Démonstration. — (i) => (ii bis). D'après [1, II 4.2.5] tout torseur R de groupe P F\ est 

Fi 

de la forme R = Q A P°, où Q est un torseur de groupe F\ et P° l'opposé de P. On a 

F[ 

alors R 1 ~ Q 1 A P'° . Soit <E> le champ des torseurs sous F et soient x, y (resp. x', y') les 
objets de la catégorie fibre (g* f*$)y{ (resp. (fi^')y{) associés h P, Q (resp. P' , Q'). 
On a la relation 

Q AP° ~Hom Fl (P,Q), 
et il en résulte que l'on a des isomorphismes canoniques 

Hom Y ,(x,y) ~ g*fu{Q A P°), Hom y/ (x',y') ~ f[,(Q' A P'°). 
Par suite le morphisme ao s'identifie au morphisme 

Hom^(x, y) — ► Hom y ;(i', y'), 
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d'où il résulte que, si (F, /) est cohomologiquement propre relativement à 5 en dimen- 
sion ^ — 1, a est injectif et que, si (F, f) est cohomologiquement propre en dimension 
^ 0, «o est bijectif. 

Supposons maintenant que {F, f) soit cohomologiquement propre relativement à S 
en dimension < 1, i.e. que le morphisme canonique 350 

soit une équivalence. Soit G le faisceau des sous-gerbes maximales du champ /*<!> 
[1, III 2.1.8] ; on a alors un isomorphisme G ~ R 1 /*^. Comme g*G est le faisceau des 
sous-gerbes maximales de g* /*<& [2, III 2.1.5.5], le morphisme ai est obtenu à partir de 
<p\Y[ en prenant les faisceaux des sous-gerbes maximales, donc est un isomorphisme. 

(ii bis)=>(ii). Il suffit de montrer que, si les morphismes cxq sont bijectifs, alors les 
morphismes ai sont injectifs. Soient Y[ un schéma étale au-dessus de Y"', s et t deux 
éléments de g*(Il 1 f*F)(Y{) ayant même image dans K 1 f^F' (Y{) et montrons que l'on 
a s = t. L'assertion est locale pour la topologie étale de Y{ et, compte tenu de la 
définition de l'image inverse g*(R 1 f*F), on peut supposer que Y[ est l'image inverse 
d'un schéma Y\ étale au-dessus de Y et que s et t proviennent de torseurs P et Q 
sur X\. L'hypothèse faite sur s et t signifie alors que les images inverses P' et Q' de P 
et Q sur X[ sont isomorphes localement pour la topologie étale de Y/. Si l'on pose 
R = Homfj (P, Q), le fait que le morphisme 

gîfuR — > fiR' 

soit bijectif prouve que P et Q sont isomorphes localement pour la topologie étale 
de Yi, donc que l'on a s = t. 

(ii)=>(i). Pour prouver que ip est fidèle (resp. pleinement fidèle), il suffit de montrer 
que, si Yï est un schéma étale sur Y, si P, Q sont deux torseurs sur X\ de groupe F\, 
si x, y (resp. x' , y') sont les objets de {g*f*^)y{ (resp. (/^Ov/) associés à P, Q (resp. 
P', Q'), le morphisme 

a: ïlom(x,y) — ► Hom(x' ,y') 
est injectif (resp. bijectif). Or a s'identifie au morphisme canonique 

H°(Oî/i.(Q A P°)) H°(Y/, fi(Q' A P'°)). 
Si l'on a Hom(i, y) =/= 0, alors Q A P° est un torseur sous P Fi localement trivial sur Y\ ; 351 

Fi p Fi 

il en résulte que fi*(Q A P°) est un torseur sous /i*( Fi), et que gtfi*(Q A P°) est 
un torseur trivial. Le morphisme a s'identifie alors au morphisme canonique 

H°(yi,tf/i.( P *i)) — > H^Y/,/^^')). 

F i 

Il en est de même si l'on a Hom(a;',y / ) ^ et si ai est injectif car alors Q' A P'° 
est trivial, et il résulte de l'injectivité de ai que P et Q sont localement isomorphes 
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sur Y\. On en conclut que, si a est injectif (resp. si ao est bijectif et ai injectif), ip 
est fidèle (resp. pleinement fidèle). 

Il reste à montrer que, si ao et ai sont bijectifs, le foncteur <p est essentiellement 
surjectif. Soient Y" un schéma étale au-dessus de Y', X" = X' Xy Y" et soit P" 
un torseur sur X" de groupe F" = F'\X" . On va montrer qu'il existe un élément x 
de (g* dont l'image dans est isomorphe à P" . Soit p" la classe de P" . 

Du fait que ai est surjectif résulte que l'on peut trouver un morphisme étale surjectif 
Y" — > Y", un morphisme étale Y\ —* Y tel que l'on ait un morphisme Y{' — ► F/ et 
un torseur Pi sur Xi de groupe F\ dont l'image inverse P" sur X" soit isomorphe 
à l'image inverse de P" . Utilisant le fait que ip est pleinement fidèle, on voit que 
l'objet Xi de (g*/* ( E > )y 1 " qui correspond à P" est muni d'une donnée de descente 
relativement à Y" — > Y", donc provient d'un élément x de (g*f*^)y"- Comme l'image 
de x dans est P", ceci prouve que <p est essentiellement surjectif et achève 

la démonstration. 

Exemple 1.4. — Soit /: X — ► Y un morphisme propre. Il résulte de [2, VII 2.2.2] que, 
pour tout champ ind-fini F sur X, le couple (P, /) est cohomologiquement propre 
(relativement à Y) en dimension ^ 1. En particulier, pour tout faisceau d'ensembles 
(resp. tout faisceau de groupes, resp. tout faisceau en groupes ind-fini) P sur X, (P, /) 
352 est cohomologiquement propre en dimension ^ (resp. en dimension ^ 0, resp. en 
dimension ^ 1). 

Remarques 1.5. — a) Soit P un faisceau en groupes sur X tel que (P, /) soit co- 
homologiquement propre relativement à S* en dimension ^ — 1 (resp. ^ 0). Si l'on 
considère P comme faisceau d'ensembles, (P, /) est cohomologiquement propre rela- 
tivement à S* en dimension ^ — 1 (resp. < 0), mais la réciproque est fausse. 

Soit par exemple Y le spectre d'un anneau de valuation discrète strictement local de 
point fermé t, de point générique s, f : X ^ Y un schéma non vide sur Y dont la fibre 
fermée est vide, P un faisceau en groupes constant non trivial sur X et P un torseur 
sous P tel que l'on ait H° (X s , P F \ X s ) = 1. Alors ( P P, /) est cohomologiquement 
propre relativement à Y en dimension ^ — 1 lorsque l'on considère P F comme faisceau 
d'ensembles. Si l'on considère P F comme faisceau en groupes, on a un isomorphisme 
p ( P P) ~ P ; comme le morphisme canonique 

U°(X,F)^K°(X t ,F\X t ) = l 

n'est pas injectif, ceci prouve que ( P P, /) n'est pas cohomologiquement propre rela- 
tivement à F en dimension ^ — 1. 

b) Supposons / cohérent (i.e. quasi-compact et quasi-séparé). Soit P un champ 
sur X. Pour tout point géométrique y de Y', on note Y (resp. Y') le localisé strict 
de Y (resp. Y') en y, et on pose ï = Ix y ?,r = I'x F F', etc. Pour que (P, /) 
soit cohomologiquement propre relativement à S 1 en dimension ^ — 1 (resp. ^ 0, resp. 
^ 1), il faut et il suffit que, pour tout ^-schéma S' et pour tout point géométrique y 
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soit fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence), il faut et il suffit qu'il en 
soit ainsi du foncteur induit sur les fibres aux différents points géométriques y 1 de Y 1 
[2, III 2.1.5.9]. L'assertion résulte donc du calcul des fibres géométriques de l'image 
directe d'un champ par un morphisme cohérent [2, VII 2.1.5]. 

c) Soit F un champ sur X. Le fait que (F, f) soit cohomologiqucmcnt propre 
relativement à S en dimension < — 1 (resp. ^ 0, resp. < 1) est local sur Y pour la 
topologie étale. 

Soit S' un S-schéma, F' l'image inverse de F sur X' (cf. (1.0.1)). Si {F, f) est 
cohomologiqucmcnt propre relativement à S en dimension ^ 1, il en est de même 
de (F', /'). Mais, si (F, /) est cohomologiquement propre relativement à S en dimen- 
sion < — 1 (resp. < 0), il n'en est pas nécessairement de même de (F 1 , /'). 

Soit par exemple 5" un anneau de valuation discrète, /' : Es> — » S' l'espace affine 
au-dessus de S", x un point fermé de Es> au-dessus du point générique de S' et F' le 
faisceau d'ensembles sur Es> dont la restriction à Es> — {x} est le faisceau constant à un 
élément et dont la fibre en un point géométrique au-dessus de x a deux éléments. Alors 
(F',f) n'est pas cohomologiquement propre relativement à S' en dimension ^ — 1. 
Soient S = S'[Z], f : Es — > S l'espace affine sur S et T une partie fermée de X = Es 
qui ne rencontre par le fermé Z — et telle que f(T) contienne le point générique de S. 
Soient G l'image inverse de F' sur X et F le faisceau sur X obtenu en prolongeant 
G\X — T par le vide. Alors (F, f) est cohomologiquement propre relativement à 5* en 
dimension < — 1, mais il n'en est plus de même après le changement de base S' — » S 
défini par Z = 0. 

d) Soit F un champ sur X tel que (F, /) soit cohomologiquement propre rela- 354 
tivement à F en dimension ^ —1 (resp. ^ 0, resp. ^ 1). Alors, pour tout point 
géométrique y de Y, le foncteur canonique 



est fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence de catégories). 

Proposition 1.6. — Soient f : X — » Y et g: Y — > Z deux S-morphismes, $ un champ 
sur X . 

1) Supposons que ($, /) et (/*$, g) soient cohomologiquement propres relativement 
à S en dimension ^ —1 (resp. ^ 0, resp. ^ 1). Alors il en est de même de ($,gf). 

2) Supposons que ($, gf) soit cohomologiquement propre relativement à S en di- 
mension ^ —1 (resp. que (&,gf) soit cohomologiquement propre relativement à S 



F(Xy) 
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en dimension < et ($, /) cohomologiquement propre relativement à S en dimension 
^ — 1, resp. que (&,gf) soit cohomologiquement propre relativement à S en dimension 
^ 1 et ($,/) cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ 0). Alors 
(/»$,(?) est cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ —1 (resp. en 
dimension ^ ; resp. en dimension < 1). 

Pour tout S-schéma S', on considère le diagramme suivant, dont tous les carrés 
sont cartésiens : 

f g' 

X' > Y' — —> Z' ► S' 

f 1 - 6 - 1 ) h k 

i f i g i l 

X — — ► Y — — > Z > S. 

Le morphisme canonique 

s'identifie au composé des morphismes canoniques 

m*(g.f.<î>) gi(k*f*<S>) g'Mh*$). 

1) L'hypothèse entraîne que i et j sont fidèles (resp. pleinement fidèles, resp. des 
équivalences) ; il en est donc de même de ji. 

2) L'hypothèse entraîne que ji est fidèle (resp. que ji est pleinement fidèle et j 
fidèle, resp. que ji est une équivalence et j pleinement fidèle) ; il en résulte que i est 
fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence). 

Corollaire 1.7. — Soient f: X — > Y et g: Y — > Z deux S -morphismes, et soit F 
un faisceau en groupes sur X. Supposons que (F,gf) soit cohomologiquement propre 
relativement à S en dimension < — f (resp. que (F,gf) soit cohomologiquement pro- 
pre relativement à S en dimension ^ et que (F, /) soit cohomologiquement propre 
relativement à S en dimension ^ —1)- Alors (f*F,g) est cohomologiquement propre 
relativement à S en dimension ^ — 1 (resp. en dimension ^ 0). 

Reprenons les notations de (1.6.1) et, pour tout schéma Y\ étale au-dessus de Y, 
notons /i, Fi les images inverses respectives de /, F par le morphisme Y\ — > Y. Soient 
<É> le champ des torseurs sous F et * le champ des torseurs sous f*F. On a un foncteur 
canonique 

ip: * — ► 

obtenu en associant à tout schéma Y\ étale sur F et à tout torseur P sur Y\ de 
groupe le torseur P sur X\ déduit de P par l'extension du groupe structural 

fifuFi —> F\. Le foncteur ip est pleinement fidèle. En effet, si P et Q sont deux 
torseurs sur Y\ de groupe /i*-Fi, on a un morphisme canonique 

Isom f ltFl (P, Q) — > f u (Isom Fl (P,Q)) 
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qui est un isomorphisme car il en est ainsi localement. On en déduit que le morphisme 356 



où i et j sont les morphismes de changement de base. Il résulte de 1.6 2) que j est 
fidèle (resp. pleinement fidèle). Comme g'*k*{ip) et m*g*(ip) sont pleinement fidèles, 
on déduit du diagramme ci-dessus que i est fidèle (resp. pleinement fidèle). 

Corollaire 1.8. — Soient f : X — ► Y un S -morphisme cohérent, g: Y — ► Z un S- 
morphisme propre, $ un champ ind-fini sur X [2, VII 2.2.1]. Supposons que ($,/) 
soit cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ — 1 (resp. ^ 7 resp. 
^ 1), alors il en est de même de (<&,gf). 

Comme / est cohérent, /*$ est un champ ind-fini (SGA 4 IX 1.6 (ii)). Le corollaire 
résulte donc de 1.6 1) et 1.4. 

Corollaire 1.9. — Soient f : X — > Y un S -morphisme entier, g: Y — » Z un S- 
morphisme. Si F est un faisceau d'ensembles sur X, pour que (f*F,g) soit coho- 
mologiquement propre relativement à S en dimension ^ —1 (resp. ^ 0), il faut et il 
suffît qu'il en soit ainsi de (F,gf). Si F est un faisceau en groupes sur X, pour que 
(f*F,g) soit cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ —1 (resp. 
^ 7 resp. ^ 1), il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de (F,gf). 

L'assertion relative au cas d'un faisceau d'ensembles résulte de 1.6 et du fait que 357 
(F, f) est cohomologiquement propre relativement à S* en dimension ^ 0. Soient F 
un faisceau en groupes sur X et $ le champ des torseurs sous F. D'après SGA 4 
VIII 5.8, tout torseur sous F est localement trivial sur Y. Il en résulte que le champ 
/*<& est équivalent au champ des torseurs sous f*F, l'équivalence étant obtenue en 
associant à tout schéma Yï étale sur Y et à tout torseur P sur X\ = X Xy Y\ de 
groupe F\Xi le torseur f„P de groupe f*F\Yi. Comme (F, f) est cohomologiquement 
propre relativement à S 1 en dimension ^ 1, le corollaire résulte donc de 1.6. 

Définitions 1.10 

1.10.1. Soit E une catégorie et considérons un diagramme 



canonique 



Isom/j.Fi (P, Q) — > Isom Fl (P, Q) 



est un isomorphisme, donc que ip est pleinement fidèle. 
On a un diagramme commutatif 



■> m*(g^) 



g'*k*(tp) m*g*(ip) 
gik*(f*$) m* 
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où $, $1, $2 sont des catégories fibrées au-dessus de E et les flèches des morphismes 
de catégories fibrées, et soit 

a: pip^ p 2 p 

un isomorphisme de foncteurs. 

On dit que le diagramme ci-dessus est exact si la condition suivante est satisfaite 
a) Pour tout couple d'objets x, y de $ et tout morphismc /: p(x) — » p(y) tel 

que l'on ait pi(f) = P2(f) (piP et p 2 p étant identifiés grâce à a), il existe un unique 

morphisme g: x — > y tel que l'on ait p(g) = f. 

1.10.2. Considérons le diagramme 

p Pl,P2 Pl2,P23,P31^ 

$ > $1 $ $2 4 $3 , 

où <É>, 1 < z ^ 3, sont des catégories fibrées sur E et les flèches des morphismes 
de catégories fibrées. Supposons donnés des isomorphismes de foncteurs 

a: pip^ p 2 p 

ai : p 3 iP 2 P12P1, a 2 : p i2 p 2 P23P1, »3 : P23P2 —> P31P1 
tels que le diagramme suivant soit commutatif : 

id.a «3-id 
P23P1P S- P23P2P > P31P1P . 



a 2 .id 



id. 



a 



P12P2P i P12P1P i P31P2P 

id.a ai.id 

On identifie p\p et P2P1 P31P2 et P12P1, etc. 

On dit que le diagramme ci-dessus est exact si les conditions suivantes sont satis- 
faites : 

a) Analogue à la condition a) de 1.10.1. 

b) Pour tout objet x\ de $1 et pour tout isomorphisme u: pi{x\) P2{x\) tel 
que l'on ait 

(1.10.2.1) P23{u)P3i{u) =pi 2 {u)-\ 

il existe un objet x de $ tel que l'on ait un isomorphisme i : p(x) —* x\ rendant 
commutatif le diagramme 



pip(x) ^=p 2 p{x) 



(1.10.2.2) Pi(i) 



P2H) 



Pi{xi) —^p^xx) 

1.10.3. On définit de façon évidente la notion de morphisme de diagrammes exacts 
de catégories fibrées au-dessus d'une catégorie E. 
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1.10.4- Nous utiliserons en particulier la notion de diagramme exact dans le cas où 359 
F est un site et <&, 1 < i < 3, des champs sur E. 
Soient / : F — » F' un morphisme de sites et 

V Pl,P2 Pl2,P23,P31 

(1.10.4.1) $ -A $1 ===| $2 = | $3 

un diagramme exact de champs sur i?. On obtient par image directe un diagramme 

qui est évidemment exact. 

Si h: E" — ► E est un morphisme de sites, on a de même un diagramme exact 

«" Pi,P 2 ' P'iiAv'k 

Vérifions d'abord la condition a) de 1.10.2. Soient F" un objet de E", x" et y" deux 
objets de (/i*$)f", et y" leurs images respectives dans et x%, y 2 leurs images 
dans h*&2- Soit u": — ► y" un morphisme tel que l'on ait p"(u") = P^'W) et prou- 
vons que u'I provient d'un unique morphisme u" : x" — > y". La question étant locale 
sur F", on peut supposer qu'on a un objet Fi de E, un morphisme de F" dans l'image 
inverse F" de F\ par /i, des objets x, y de «I^ dont les images inverses sur F" sont x" 
et y". Soient x\, y\ (resp. x 2 , y 2 ) les images de s, y dans $i (resp. $ 2 ). On peut sup- 
poser que u'I provient d'un morphisme u\ : x\ — ► y\, tel que l'on ait pi(u\) = P2(ui). 
Vu l'exactitude de (1.10.4.1), on obtient un unique morphisme u: x — > y dont l'image 
inverse par h est le morphisme u" cherché. 

La condition b) de 1.10.2 se vérifie de façon analogue. Soient x'[ un objet 360 
de (/i*$i)f", u" : p"(x'{) — > Pjj'W) un morphisme satisfaisant à la relation 

P23( w ")P3l(«")=î>12(«")" 1 - 
et prouvons qu'il existe un objet x" de (/i*$)i?" et un isomorphisme i" : p"(x") ~ x" 
rendant commutatif un diagramme analogue à (1.10.2.2). Comme la question est locale 
sur F", on peut supposer qu'on a un objet Fi, un morphisme F" — » F" comme ci- 
dessus, et un objet xi de (3>i)fi dont l'image inverse dans (/i*$i)f" est x". De même 
on peut supposer que u" provient d'un morphisme u: pi(xi) — > ^2(^1) satisfaisant à 

(1.10.2.2) . L'existence d'un objet a; de ^Fi, dont l'image inverse par h soit un élément 
x" répondant à la question, résulte alors de l'exactitude de (1.10.4.1). 

Exemples 1.11. - 1) Soit / : X\ — > X un morphisme de descente pour la catégorie 
des faisceaux étales sur des schémas variables (par exemple un morphisme universelle- 
ment submersif (SGA 4 VIII 9.3)). Soient V 2 = Xi x x Xi, g: X 2 — ► X la projection 
canonique et F un faisceau d'ensembles sur X. Il résulte alors de loc. cit. que l'on a 
une suite exacte de faisceaux d'ensembles 



(1.11.1) 



F — > f*f*F g*g*F. 
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Si $ est le champ en catégories discrètes associé à F et $ 3 le champ final sur X, 
i.c. le champ dont toutes les fibres sont réduites à un seul élément ayant pour seul 
morphisme le morphisme identique, dire que la suite (1.11.1) est exacte revient à dire 
qu'il en est ainsi du diagramme de champs 

3.0**^*3 • 

361 2) Soit f:Xi — ► X un morphisme de descente effective pour la catégorie des 
faisceaux étales sur des schémas variables (par exemple un morphisme propre surjectif, 
ou un morphisme entier surjectif, ou un morphisme fidèlement plat localement de 
présentation finie (SGA 4 VIII 9.4)). Soient X 2 = X 1 x x Xi, g: X 2 — ► X la projection 
canonique, X 3 = X x x x Xi x x X\, h: X 3 — ► X le morphisme canonique. Soient $ 
un champ sur X, 3>i = /*/*$, $2 = g*g*&, $3 = h*h*<&. On a alors un diagramme 
exact 

$ — > $1 =4 *2 EE^ $3, 

où les flèches sont les morphismes canoniques associés aux projections. 

Considérons en effet $ comme un champ sur la catégorie Schx des schémas au- 
dessus de X, munie de la topologie étale. Alors, d'après [2, VII 2.2.8], $ est aussi 
un champ pour la topologie la plus fine sur Schx pour laquelle les morphismes cou- 
vrants sont les morphismes de descente effective pour la catégorie des faisceaux étales. 
L'exactitude du diagramme ci-dessus en résulte aussitôt. 

Proposition 1.12. — Soient S un schéma, f : X — » Y un S-morphisme. 

1) Soit 

$ — > $1 $2 

un diagramme exact de champs sur X . Supposons que ($1,/) soit cohomologique- 
ment propre relativement à S en dimension ^ et que ($2,/) soit cohomologi- 
quement propre relativement à S en dimension < —1. Alors ($,/) est cohomologique- 
ment propre relativement à S en dimension ^ 0. 

2) Soit 

$ — > $1 =4 $ 2 EE^ $3 

«n diagramme exact de champs sur X. Supposons que (<&,/) soit cohomologi- 
quement propre relativement à S en dimension ^ 1, gwe ($2,/) soit coho- 

362 mologiquement propre relativement à S en dimension ^ et que ($3,/) soit 
cohomologiquement propre relativement à S en dimension — 1. Alors (<&,/) est 
cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ 1. 
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Pour tout S'-schéma S", on considère le diagramme commutatif suivant dont tous 
les carres sont cartésiens : 




Démontrons 2), la démonstration de 1) étant analogue. Comme les foncteurs image 
directe et image inverse transforment diagramme exact de champs en diagramme 
exact (1.10.4), on a le morphisme de diagrammes exacts de champs suivant : 



7!"1 



->g*f*$i =^g*f*<P 2 



<Pi 



7T 2 



f2 

4 Kh*^2 : 



Par hypothèse ipi est une équivalence de catégories, if2 est pleinement fidèle et (pz 
fidèle. Il résulte donc du diagramme précédent que ip est une équivalence. 



Proposition 1.13. 

1) Soit 



Soit f : X — » Y un S -morphisme. 



G 



H 



un diagramme exact de faisceaux d'ensembles sur X. Supposons que (G,/) soit co- 
homologiquement propre relativement à S en dimension ^ et que (H, f) soit coho- 
mologiquement propre relativement à S en dimension < —1. Alors (F, f) est coho- 
mologiquement propre relativement à S en dimension ^ 0. 

2) Soit F — > G un monomorphisme de faisceaux en groupes sur X . Si Y\ est un 
schéma étale sur Y , on pose X\ = Y\ Xy X , et on note f\ (resp. F\, resp. G\) l'im- 
age inverse de f {resp. F, resp. G) surYi (cf. 1.0.2). Supposons que (G,f) soit coho- 
mologiquement propre relativement à S en dimension ^ (resp. en dimension ^ 1) et 
que, pour tout schéma Y\ étale sur Y et pour tout torseur Q sous G\, (Q/ F\, fi) soit 
cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ — 1 (resp. en dimension 
^ 0). Alors (F,f ) est cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ 
(resp. en dimension ^ 1). 

3) Soit F — » G un monomorphisme de faisceaux en groupes sur X. Supposons 
que (F, f) soit cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ 1 et que 
(G, f) soit cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ 0. Alors, pour 
tout torseur Q sous G, (Q/F,f) est cohomologiquement propre relativement à S en 
dimension C 0. 
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Démonstration. — 1) Soit $ (resp. $1, resp. $2) le champ en catégories discrètes 
associé à F (resp. G, resp. H) et soit $3 le champ final sur X. On a alors un diagramme 
exact 

$ — S> $1 $ 2 =f $3 • 
Par hypothèse ($1, /) est cohomologiquement propre relativement à S* en dimension 
^ 1 et ($2,/) est cohomologiquement propre relativement à 5 en dimension < 
(1.2). Comme ($3, /) est évidemment cohomologiquement propre relativement à S en 
dimension ^ — 1, il résulte de 1.12 que ($, /) est cohomologiquement propre relative- 
ment h S en dimension ^ 1, i.e. que (F, /) est cohomologiquement propre relativement 
à «S en dimension ^ 0. 

2) Montrons d'abord que, si (G, /) est cohomologiquement propre relativement 

364 à S en dimension ^ et si les {Q/F\,f{) sont cohomologiquement propres relative- 
ment à S" en dimension ^ — 1, alors {F, /) est cohomologiquement propre relativement 
à S en dimension ^ 0. D'après 1.3.1 il suffit de prouver que, pour tout schéma Y\ 
étale au-dessus de Y et pour tout torseur P sur Xi de groupe Fi, ( P iq,/i) est co- 
homologiquement propre relativement à S en dimension ^ quand on considère p Fi 
comme un faisceau d'ensembles, et que le morphisme canonique 

d: g*(R 1 f*F) — ► R 1 /*-^' 

est injectif. La première assertion résulte aussitôt de 1) car, si Q désigne le torseur 
déduit de P par l'extension F\ — » G\ du groupe structural, on a un isomorphisme 
Q Gi/ p F 1 -^U Q/F 1 . 

Montrons que d est injectif. Il suffit de prouver que, si Y\ est un schéma étale au- 
dessus de F, si P et P sont deux torseurs sous F\ dont les images inverses P' et P' 
sur X[ sont isomorphes, alors, quitte à faire une extension étale surjective de Yi, 
P et P deviennent isomorphes. Choisissons un isomorphisme p' : P' — » P' . Soient 
Q (resp. Q) le torseur déduit de P (resp. P) par l'extension du groupe structural 
Fi — > G\. Les images inverses Q' (resp. Q') de Q (resp. Q) sur X[ se déduisent de P' 
(resp. P') par l'extension du groupe structural F[ — » G[ ; soit q' : Q' -^-> Q' l'isomor- 
phisme que l'on obtient de même à partir de p' . Comme (G, /) est cohomologiquement 
propre relativement à S en dimension ^ 0, on peut supposer, quitte à faire une ex- 
tension étale surjective de Yi, que q' est l'image d'un isomorphisme q: Q -^-> Q. Au 
torseur P (resp. P) est associée une section x de Q/F\ (resp. une section x de Q/F\), 
et, pour que P et P soient isomorphes, il faut et il suffit que l'on ait un isomorphisme 
Q — > Q tel que l'isomorphisme 

e: rfiXuQ/Ft) —t&iXuQ/Ft) 

qu'on en déduit, transforme x en x. On prend l'isomorphisme q. Les sections e{x) 
et x de BP(X 1 ,Q/Fi) ont même image dans E°(X[,Q' / F{). Comme (Q/Fi,/i) est 

365 cohomologiquement propre relativement à 5 en dimension ^ — 1, quitte à faire une 
extension étale surjective de Yi, on a bien e(x) — x, ce qui démontre l'injectivité de d. 
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Pour achever la démonstration, il reste à prouver que, si (G, /) est cohomologique- 
ment propre relativement à S en dimension < 1, et si, pour tout schéma Y\ étale 
au-dessus de Y et tout torseur Q sur X\ de groupe F\, (Q/Fi, /i) est cohomologique- 
ment propre relativement à S* en dimension ^ 0, alors le morphisme d est surjectif. 
Soient P' un torseur sur X[ de groupe F[ , Q 1 le torseur sous G[ obtenu à partir de P' 
par extension du groupe structural. La donnée de P' est équivalente à celle de Q' et 
d'une section x' de B°(X[, Q'/F[). Il résulte alors de la surjectivité du morphisme 

<7*(R7*G) — > R 1 /^' 

que, quitte à faire une extension étale surjective de Y\, il existe un torseur Q sous G\, 
dont l'image inverse sur X[ est isomorphe à Q'. Utilisant le fait que est 
cohomologiqucment propre relativement à 5 en dimension ^ 0, on peut de même 
supposer qu'il existe un élément x de H°(Xi, Q/F\) dont l'image dans H°(X{, Q'/F[) 
est x'. La donnée de Q et de a; détermine un torseur P sous Fi, dont l'image inverse 
sur X\ est isomorphe à P' , ce qui démontre la surjectivité de d. 

3) Montrons que (Q/F,f) est cohomologiquement propre relativement à 5 en 
dimension ^ — 1, i.e. que, pour tout S'-schéma S", pour tout schéma Y\ étale au- 
dessus de Y, si x, x sont deux éléments de H°(Xi, Qi/Fi) dont les images x', x' 
dans R°(X' 1 ,Q' 1 /F[) sont égales, alors, après extension surjective de Y\, on a x = x. 
A x (resp. x) est associé un torseur P (resp. P) sous tel que Qi se déduise de P 
(resp. P) par l'extension F± — > G\ du groupe structural. De la relation x' = x' ré- 
sulte que l'on a un isomorphisme vl : P' — » P' tel que l'isomorphisme induit sur Q[ 
par u 1 soit l'identité. Comme (F, f) est cohomologiquement propre relativement à S 
en dimension ^ 0, on en déduit que, après extension étale surjective de Yi, on a un 366 
isomorphisme u: P — > P relevant u' ; le fait que (G, /) soit cohomologiqucment propre 
relativement à S en dimension < — 1 entraîne alors que l'on a x = x. 

Montrons que (Q/F, /) est cohomologiquement propre relativement à S* en dimen- 
sion sC 0. Soient Y" un schéma étale sur Y' et x" un élément de R°(X", Q" /F"). À x" 
est associé un torseur P" sur X" de groupe F". Comme (F, /) est cohomologiqucment 
propre relativement à «S en dimension ^ 1, on peut trouver des morphismes étales sur- 
jectifs Y" — > Y" et Y\ — > F, tels que l'on ait un morphisme F/' — > F/, et un torseur 
P sur X\ de groupe -Fi dont l'image inverse sur X'{ soit isomorphe à l'image inverse 
de P" . Il résulte alors du fait que (G, /) est cohomologiquement propre relativement 
à «S en dimension < que l'on peut même choisir Y" et Y\ tels que le torseur déduit 
de P par extension du groupe structural F\ — » Gi soit isomorphe à Qi ; il correspond 
à P un élément x de H°(Xi, Qi/Fi), dont l'image dans H°(Xf, Q"/F") est isomorphe 
à l'image inverse de x", ce qui achève la démonstration. 

Proposition 1.14. — Soient f: X — > S un S -schéma, F un faisceau d'ensembles ou de 
groupes sur X (resp. un faisceau de md-L- groupes, où L est un ensemble de nombres 
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premiers). Supposons F localement constant, (F, f) cohomologiquement propre en di- 
mension ^ (resp. en dimension ^ 1) et f localement O-acyclique (resp. localement 
1-asphérique pour L) (SGA 4 XV 1.11). Alors, pour toute spécialisation si — > s 2 de 
points géométriques de S, le morphisme de spécialisation (SGA 4 VIII 7.1) 

a : (f*F)ë 2 — > (f*F)^ 

est un isomorphisme, et, si F est un faisceau en groupes, le morphisme 

ai: (R 1 f*Fh 2 — > (R7*^k 

est injectif (resp. les morphismes ao et ai sont des isomorphismes) . 

367 La démonstration s'obtient en recopiant mot à mot celle de SGA 4 XVI 2.3, mais en 
y remplaçant l'expression « propre » par l'expression « cohomologiquement propre ». 

Corollaire 1.15. — Soient f : X — » S un morphisme, $ un champ sur X, L un en- 
semble de nombres premiers. Supposons que, pour tout schéma Xi étale sur X et pour 
tout couple d'objets x, y de <$>x 17 le faisceau Homx 1 (x 1 y) soit localement constant, 
que le faisceau Autx 1 (x) soit un ind-L,-groupe localement constant, et que le faisceau 
des sous-gerbes maximales S& de $ [1, III 2.1.7] soit localement constant. Supposons 
que (<f>, /) soit cohomologiquement propre en dimension < 1 et que f soit localement 
1-asphérique pour L. Alors, pour toute spécialisation si — > ~s 2 de points géométriques 
de S, le morphisme de spécialisation 

a: (/.$)», — ► (/.*)«! 
est une équivalence de catégories. 

Soient Si (resp. S 2) le localisé strict de S en si (resp. le localisé strict de S en s 2 ), 
X 2 , $2 (resp. X\, $1) les images inverses de X 2 , $2 sur S 2 (resp. de X\, $1 sur Si) 
et considérons le carré cartésien 

~X\ —^X~ 2 • 



2 



/ij / 
Si—^S 2 

On doit montrer que le foncteur 

tp: $ 2 (X 2 ) — 

368 est une équivalence. Le foncteur </? est pleinement fidèle ; soient en effet x, y deux 
objets de {^2)~x 2 ; le morphisme canonique 

Hom l2 (x,j/) — > Rom Yi ((p(x),ip(y)) 

s'identifie au morphisme canonique 

H°(X 2 , Homjjî, y)) — > H ^, /('(Ho^fi, y)). 

Ce morphisme est un isomorphisme d'après 1.14. 
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Montrons que <p est une équivalence. Soient x\ un objet de $i(Xi) et G\ la sous- 
gerbe maximale de $1 engendrée par x\. Le morphisme 

H°(X 2 ,S$ 2 ) — ► R°(Xi,h*(S$2)) = Hf?(Xi,S$i) 

est bijectif, et il existe donc une sous-gerbe maximale G2 de $2 telle que h*G 2 soit 
isomorphe à Gi . Il suffit alors de prouver que le foncteur 

G 2 — > /l*/l*(j2 

est une équivalence. Mais, sous cette forme, la question est locale pour la topologie 
étale sur X 2 . On peut donc supposer que G 2 est une gerbe de torseurs sous le groupe 
des automorphismes d'un objet de G 2 , cas où l'assertion résulte de 1.14. 

Corollaire 1.16. — Les hypothèses sont celles de 1.14. Si Von suppose de plus que F 
est un faisceau d'ensembles (resp. de ind-h- groupes) et que f*F (resp. R 1 /»^) est 
constructible, alors f*F (resp. R 1 /»^) est localement constant. 

Le corollaire résulte de 1.14 grâce à SGA 4 IX 2.11. 

Remarque 1.17. — Rappelons que la condition / localement O-acyclique est satisfaite 
si / est plat à fibres séparables, X et Y localement noethériens (SGA 4 XV 4.1), 
et que la condition / localement 1-asphérique pour L est satisfaite si / est lisse, L 369 
étant l'ensemble des nombres premiers distincts des caractéristiques résiduelles de S 
(SGA 4 XV 2.1). 

2. Un cas particulier de propreté cohomologique : diviseurs à croisements 
normaux relatifs 

2.0. Soient R un anneau de valuation discrète de corps des fractions K et L une 
K -algèbre étale; L est alors produit direct d'un nombre fini de corps Lj, où Lj est 
une extension étale de K. Si L\ désigne l'extension galoisienne engendrée par Li dans 
une clôture algébrique de L,, on dit que L est modérément ramifiée sur R si les L\ 
sont des extensions modérément ramifiées au sens de X 3, i.e. si un groupe d'inertie 7, 
de L[\K est d'ordre premier à la caractéristique résiduelle p de R. 

On sait que Ii est en tous cas extension d'un groupe cyclique d'ordre premier 
à p par un p-groupe. (Cela résulte de [5, ch. IV prop. 7 cor. 4] lorsque l'extension 
résiduelle de R est séparable. La démonstration donnée dans loc. cit. s'étend au cas 
général de la façon suivante. Reprenons les hypothèses et les notations de loc. cit. 
mais sans supposer l'extension résiduelle séparable. Soit Hi le sous-groupe du groupe 
d'inertie Go, ensemble des éléments s de Go tels que l'on ait stt/tt g U % pour toute 
uniformisante 7r de Al- On vérifie alors que G0/H1 est un groupe d'ordre premier 
à p et que, pour i ^ 1, les H l /H t+1 sont des p-groupes, d'où l'on déduit le résultat 
annoncé.) 
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2.0.1. Dans le cas où R est strictement local, on a la caractérisation simple suivante : 
la if-algèbre L est modérément ramifiée sur R si et seulement si les [Li : if] sont 
premiers à p. De plus, si L est modérément ramifiée sur R, les Li sont des extensions 
cycliques de if. En effet, lorsque R est strictement local, 7j est égal au groupe de 

370 Galois de L\ sur if. Comme on vient de le rappeler Ii est extension d'un groupe 
cyclique d'ordre premier à p par un p-groupe. Si l'on suppose L • modérément ramifiée 
sur R, Ii est alors un groupe cyclique d'ordre premier à p. Il en résulte que [Li : if] 
est premier à p et que l'on a, Li — L\. Inversement, si [Li : if] est premier à p, L ne 
peut contenir de p-sous-groupe distingué non trivial ; L est donc un groupe cyclique 
d'ordre premier à p, ce qui prouve que Li est modérément ramifiée sur R. 

2.0.2. Soient R un anneau de valuation discrète de corps des fractions if, L une if- 
algèbre étale, et soient R un localisé strict de R, if son corps de fractions, L = L®kK. 
Alors, pour que L soit modérément ramifiée sur R, il faut et il suffit que L soit 
modérément ramifiée sur R. On se ramène en effet au cas où L est un corps. Soient alors 
L = Yli Li, où les Li sont des corps extensions de if ; si L' est l'extension galoisienne 
engendrée par L, et, si L' = L' ®k if, on a de même une décomposition de L' en 
produit de corps, L 1 = \\ - L'j et chaque Li est sous-extension d'au moins l'un des L'y 
Comme L' est une extension galoisienne de if, les L'- sont des extensions galoisiennes 
de if. Supposons L modérément ramifiée sur R ; comme le groupe de Galois de L'-\K 
est isomorphe au groupe d'inertie de L'\K, les L'j sont aussi modérément ramifiées 
sur R, et il en est donc de même des Lj. Inversement, supposons L modérément 
ramifiée sur R. Pour chaque j, soit vj la valuation discrète de L'j qui prolonge la 
valuation de if et notons encore Vj la valuation induite sur L' . Quand j varie, Vj 
parcourt l'ensemble des valuations de L qui prolongent la valuation de if. Soient 
G = Gal(L'|if), H = Gal(L'\L), Ij le groupe d'inertie de L'\K en Vj, Jj le groupe 
d'inertie de L'\L en vj. Le groupe L est extension d'un groupe cyclique d'ordre premier 
à p par un p-groupe Pj. Comme les Lj sont modérément ramifiées sur R, Ij/Jj est 
d'ordre premier à p, donc on a Pj C Jj . Par suite le groupe H contient tous les Pj donc 

371 aussi le groupe P engendré par les Pj pour j variable. Mais le groupe P est invariant 
dans G car un automorphisme intérieur de G transforme les Ij entre eux donc aussi 
les Pj entre eux. Il en résulte que P est un sous-groupe de H distingué dans G, donc, 
puisque L' est l'extension galoisienne engendrée par L, que l'on a P — I, ce qui prouve 
que L est modérément ramifiée sur R. 

Soient plus généralement R — > R' un morphisme d'anneaux de valuation discrète 
tel que l'image d'une uniformisante 7r de R soit une uniformisante n' de R' et que 
l'extension résiduelle k(R') soit une extension séparable de k(R). Soient K le corps des 
fractions de R, K' le corps des fractions de R', L une if-algèbre étale, L' = L ®k K '. 
Alors, pour que L soit modérément ramifiée sur R, il faut et il suffit que L 1 soit 
modérément ramifiée sur R'. On peut en effet supposer R et R' strictement locaux. 
D'après 2.0.1 il suffit de prouver que, lorsque L est un corps, il en est de même de L' . 
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Soient R le normalisé de R dans L, 7? une uniformisante de R, R' — R R' . L'ex- 
tension k{R)\k{R) étant radicielle et l'extension k{R')\k{R) étale, k(R) k(R') 
est un corps [EGA IV 4.3.2 et 4.3.5]. Ceci prouve que R' est un anneau local, et, 
comme ir a pour image n' dans R', on a k(R') = R'/(ît) ; par suite R' est un anneau 
de valuation discrète [5, ch. I §2 prop. 2] donc L' est un corps. 

2.0. 3. Par réduction au cas strictement local, on voit qu'une sous-algèbre d'une al- 
gèbre modérément ramifiée est modérément ramifiée, que le produit tensoriel de deux 
algèbres modérément ramifiées est modérément ramifié, qu'une algèbre modérément 
ramifiée le reste après extension de l'anneau de valuation discrète, qu'une algèbre qui 
devient modérément ramifiée après une extension modérément ramifiée est modéré- 
ment ramifiée. 

2.1. Soient X un S-schéma, D un diviseur ^ sur X. Rappelons (SGA 5 II 4.2) 372 
qu'on dit que D est strictement à croisements normaux relativement à S s'il existe 

une famille finie (fi)i£i d'éléments de T(X, &x), telle que l'on ait D = J2iei ^ v (/«) 
et que la condition suivante soit réalisée : 

2.1.0. Pour tout point x de SuppD, X est lisse sur S en x, et, si l'on note I(x) 
l'ensemble des i G I tels que fi(x) = 0, le sous-schéma V{{fi) ieI i x \) est lisse sur S de 
codimension card/(a;) dans X. 

Le diviseur D est dit à croisements normaux relativement à S si, localement sur X 
pour la topologie étale, il est strictement à croisements normaux. 

Soit D un diviseur à croisements normaux relativement à S. On pose Y = Supp D, 
U = X — Y , et on note i : U — > X l'immersion canonique. Pour tout point géométrique 
s de S et pour tout point maximal y de la fibre géométrique Yg, l'anneau R = ^x T ,y 
est un anneau de valuation discrète. 

Dans la suite de ce numéro, nous utiliserons la définition technique suivante : 

Définition 2.1.1 . — Soit F un faisceau d'ensembles sur U. On dit que F est modéré- 
ment ramifié sur X {le long de D) relativement à S si, pour tout point géométrique 
s de S, la condition suivante est satisfaite : 

Pour tout point maximal y de Yj, la restriction de F au corps des fractions K 
de âx-s est représentable par le spectre d'une if-algèbre étale L, modérément ramifiée 
sur 0x- ■ 

Le plus souvent, quand il ne pourra en résulter de confusion, nous omettrons la 
mention de D dans la terminologie. 

Définition 2.1.2. — Si F est un faisceau en groupes sur U, modérément ramifié sur X 373 
relativement à 5, on désigne par 

K\{U,F) 

le sous-ensemble de H 1 (U, F) formé des classes de torseurs sous F qui sont modérément 
ramifiés sur X relativement à S. 
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Soit 

U^^X 

9 

T 

un diagramme commutatif de «S-schémas, avec i comme dans 2.1 ; on désigne par 

Rlg*F 

le faisceau sur T associé au préfaisceau T' i— ► (U', P), où T' parcourt les schémas 
étales au-dessus de T et où U' = U xt T' ; Rlg*F est un sous-faisceau de R^P. 

Notons que, si g est cohérent, si t est un point géométrique de T, T le localisé strict 
de T en t, U = U Xt T, on a un isomorphismc 

(2.1.2.1) (R^P^H^tTp) 

2.1.3. Soit Ct((U,X)/S) ou simplement C t la catégorie des revêtements étales de U 
qui sont modérément ramifiés sur X relativement à S. Supposons U connexe et soit 
a un point géométrique de U. Soit T t le foncteur qui, à un revêtement étale U' de U 
modérément ramifié sur X relativement à S fait correspondre l'ensemble des points 
géométriques de V au-dessus de a. De 2.0 résulte que le couple (C t ,T t ) satisfait 
aux axiomes (G\) à (G g) de V 4. Par suite T t est représentable par un pro-objet 
374 qu'on appelle le revêtement universel modérément ramifié de (U, X) relativement à S 
ponctué en a. Le groupe opposé au groupe des [/-automorphismes du revêtement 
universel modérément ramifié est appelé le groupe fondamental modérément ramifié 
et noté 

ir\((U, X)/S, à) ou simplement n\(U,a) ou même ir\(U). 

C'est évidemment un quotient du groupe fondamental tti(U, a) (V 6.9). 

2.1.4- Soient F un faisceau en groupes sur U, P un torseur à droite de groupe F, Q 
un torseur à gauche de groupe F, et supposons P et Q modérément ramifiés sur X 

F 

relativement à S. Alors il en est de même de P A Q. On se ramène en effet à montrer 
que, si R est un anneau de valuation discrète de corps des fractions K et si F est un 
schéma en groupes étale fini sur K , et, si P et Q sont deux torseurs sous F modérément 

F F 

ramifiés sur R, alors il en est de même de P A Q. Or T = P A Q est un quotient 
de P Xk Q- Si L, M, N désignent les if-algèbres représentant respectivement T, P, Q, 
alors L est une sous-algèbre de M ®k N, et il résulte de 2.0.3 que L est modérément 
ramifiée sur R. 

On déduit de ce qui précède que, si F est un faisceau en groupes sur U et s'il existe 
un torseur de groupe F, modérément ramifié sur X relativement à S, alors F est 
modérément ramifié sur X relativement à S. En effet le torseur P° opposé de P est 
modérément ramifié sur X relativement à S 1 , puisqu'il est isomorphe à P en tant que 
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faisceau d'ensembles. Si P F est le groupe tordu de F par P, on a un isomorphisme 

P F 

F~P° A P 

et par suite F est modérément ramifié sur X relativement à S. 

On voit comme précédemment que, si F — ► F' est un morphisme de faisceaux en 
groupes sur U, modérément ramifiés sur X relativement à S, et si P est un torseur 
sous F modérément ramifié sur X relativement à S, alors le torseur P' déduit de P par 375 
l'extension du groupe structural F — » F' est modérément ramifié sur X relativement 
à S. 

En particulier le morphisme canonique 

H 1 (17, F) — > H 1 (17, F') 

donne par restriction à fLj(t7, F) un morphisme canonique 

Kl(U,F)^Hl(U,F') 

2.1.5. Soient S' — > 5 un morphisme et notons {/' (resp. X', etc.) l'image inverse 
de U (resp. X, etc.) sur 5". Si F est un faisceau d'ensembles sur U modérément 
ramifié sur X relativement à S, il résulte de la définition 2.1.1 et de 2.0.3 que F' est 
modérément ramifié sur X' relativement à S' . 

Si maintenant F est un faisceau en groupes sur U, l'image inverse sur S' d'un 
torseur sous F modérément ramifié sur X relativement à S est un torseur sous F' 
modérément ramifié sur X' relativement à S". En particulier on a un foncteur canon- 
ique 

(2.1.5.1) C t ((U,X)/S) — > C t ((U',X')/S'). 

Supposons U et U' connexes et soient a un point géométrique de U, a' un point 
géométrique de U' au-dessus de a ; on déduit de ce qui précède un morphisme canon- 
ique 

(2.1.5.2) 7rî([/',a') — ►7T t 1 (£/,a). 

Si 5" — > S est un morphisme et h : T' — > T la projection canonique, le morphisme 

h'i&g.F) — ►R 1 ^* 1 ' 
donne par restriction un morphisme canonique 

(2.1.5.3) ^(R^F)— ►R&F' 

Soit F un faisceau en groupes sur U, modérément ramifié sur X relativement 376 
à S. Les notations étant celles de 2.1.2, on a des suites exactes canoniques : 

1 — » tffl.î.F) — > HÎ (17, F) — > H (A",RÎi,F) 

(2.1.6.1) 

1 — » R 1 /^»,^) — ► — ► /.(Rji.F). 
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La première s'obtient à partir de la suite exacte (SGA 4 III 3.2) : 

1 — > R\X, ÙF) — > U^U, F) — > H°(X, R^F). 

Il suffit en effet de montrer que l'image de H 1 (X, i*F) dans H 1 (J7, F) est en fait 
contenue dans ~E\(U,F) et que l'image de Hj(f7, F) dans B°(X, R 1 i*F) est en fait 
contenue dans B°(X, Rji»F). Or l'image inverse sur U d'un torseur sous i*F est 
un torseur sous i*i*F qui est évidemment modérément ramifié sur X relativement 
à S, donc il en est de môme après l'extension du groupe structural i*i„F — ► F, ce qui 
prouve l'existence de la flèche H 1 (X, i*F) — » (U, F) . Le fait que l'image de Hj (U, F) 
dans H°(X, R}i*F) soit contenue dans H°(X, R^i^F) résulte aussitôt de la définition 
de R^i*F. Ceci prouve l'existence de la première suite exacte, et la deuxième s'en 
déduit par localisation. 

2.2. On conserve les notations de 2.1. Nous allons définir une notion d'objet mod- 
érément ramifié d'un champ $ sur U lorsque celui-ci est donné, localement sur X et 
sur S pour la topologie étale, comme image inverse d'un champ W sur S. 

Soit d'abord G une gerbe sur U et supposons donné un morphisme étale surjectif 
Si — » S, un morphisme étale surjectif X 2 X Xg Si, une gerbe triviale H sur Si et 
un isomorphisme 

G\U 2 — #|[/ 2 , 

377 où Ui = U Xx Xi, U2 = U Xx X 2 - Quand on choisit une trivialisation de H\X 2 , 
l'isomorphisme ci-dessus identifie G\U2 au champ des torseurs sous un faisceau en 
groupes F. On dit qu'un élément x de Gjj est modérément ramifié sur X relativement 
à S 1 si la restriction de x à U 2 est un torseur modérément ramifié sur X relativement 
à S. D'après 2.1.4 cette notion ne dépend pas de la façon dont on a trivialisé H\X 2 . 

Soit maintenant <ï> un champ sur U et supposons donnés un morphisme étale sur- 
jectif Si — > S, un morphisme étale surjectif X 2 — » X Xg Si, un champ * sur Si et un 
isomorphisme 

i: $|E/ 2 — > *|t/ 2 . 

Soit x un élément de <&[/, la sous-gerbe maximale de $ engendrée par x [1, III 2.1.7], 
S$ le faisceau des sous-gerbes maximales de $. L'isomorphisme i induit un isomor- 
phisme 

S$|t/ 2 — > S^\U 2 . 

Il résulte de 5.7 que, quitte à remplacer Si par une extension étale surjective, on a 
une unique sous-gerbe maximale H de *Sf, que l'on peut supposer triviale, telle que i 
définisse un isomorphisme 

G X \U 2 ^H\U 2 . 

On dit que l'élément x est modérément ramifié sur X relativement à S s'il l'est en 
tant qu'élément de G x munie de l'isomorphisme ci-dessus. 
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2.2.1. Soit $ un champ sur U donné, localement sur X et S, comme image inverse 
d'un champ sur S, et soit 

u—^x 




un diagramme comme dans 2.1.2. Pour tout schéma T' étale sur T, si U' — U XyT', 
on considère le sous-ensemble (<7*$)t' de (g*^)r' = &u' formé des éléments de <èjj' 378 
qui sont modérément ramifiés sur X relativement à S. On appelle image directe mod- 
érément ramifiée de $ par g, et on note 

gl$ 

la sous-catégorie pleine de dont les objets au-dessus d'un schéma T' étale sur T 
sont les éléments de (gt^)T'- H est clair que est un sous-champ de <7*<f>. 

2.2.2. Par réduction au cas d'un champ de torseurs, on voit que, si $ est un champ 
sur U qui est localement pour la topologie étale de S et X image inverse d'un champ 
sur S, le morphisme canonique 

donne par restriction un morphisme canonique 

h*(gl*) —5?*' 

Remarques 2.3 . — a) Si F est un faisceau d'ensembles localement constant con- 
structible sur U, pour que F soit modérément ramifie sur X relativement à S, il suffit 
que la condition de 2.1.1 soit satisfaite pour les points géométriques de S au-dessus 
des points maximaux de S. Pour le voir on peut supposer le diviseur D strictement 
à croisements normaux. Le faisceau F est représentable par un revêtement étale V 
de U. Si s est un point géométrique de S, y un point maximal de on note S le 
localisé strict de S en s, X le localisé strict de I en y, U = U x x X , V = V Xx X . 
Si la condition de 2.1.1 est satisfaite aux points géométriques au-dessus des points 
maximaux de S, il résulte de 5.5 plus bas que V est un revêtement de U modérément 
ramifié sur X relativement à S ; par suite V est un revêtement étale de U modérément 
ramifié sur X relativement à S. 

b) Soit F un faisceau en groupes sur U modérément ramifié sur X relativement 379 
à S 1 . Si s est un point géométrique de S, y un point maximal de Y-, on note K le 
corps des fractions de û\ T ,y Supposons que, pour tout point s et pour tout point y, la 
K- algèbre L dont le spectre représente F\K soit de rang premier à la caractéristique 
résiduelle p de ûx w - On dira parfois, par abus de langage, que F est premier aux 
caractéristiques résiduelles de S. Lorsqu'il en est ainsi, tout torseur P sous F est 
modérément ramifié sur X relativement à S. 
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Soient en effet R le localisé strict de &x-s,y en y, K son corps des fractions, F 
l'image inverse de F sur K. Montrons que l'on peut supposer F constant. Comme F 
est modérément ramifié sur X relativement h S, F est représentable par le spectre 
d'une if-algèbre L — Y[Li, où les Li sont des extensions de K de degré premier à p. 
On peut donc trouver une extension K' de K de degré premier à p telle que F\K' soit 
un faisceau constant. D'après 2.0.3, pour prouver que P\K est modérément ramifié 
sur R, il suffit de voir que P\K' est modérément ramifié sur la clôture intégrale de R 
dans K' , d'où la réduction au cas où F est constant. Supposons désormais F constant. 
La if- algèbre H qui représente P\K est alors produit d'extensions Hi de K isomorphes 
entre elles. Comme le rang de H est premier à p, il en est de même de \H\ : K], ce 
qui prouve que H est modérément ramifié sur X relativement à S. 

c) Soient X un schéma régulier, D un diviseur à croisements normaux de X (SGA 5 
I 3.1.5), U = X — Suppi?, F un faisceau d'ensembles sur U. Si y est un point max- 
imal de Suppi?, on désigne par K le corps des fractions de &x,y On dit que F est 
modérément ramifié relativement à D, si, pour tout point maximal y de SuppD, F\K 
est représentable par une if-algèbre modérément ramifiée sur &x,y 

380 Théorème 2.4. — Soient f : X — > S un S -schéma, D un diviseur sur X à croisements 
normaux relativement à S (2.1), Y = SuppD, U = X — Y, i: U — » X l'immersion 
canonique. Soit F un faisceau d'ensembles (resp. de groupes) sur U, satisfaisant à 
l'une des conditions suivantes : 

a) F est localement pour la topologie étale sur X et sur S l'image inverse d'un 
faisceau d'ensembles (resp. d'un faisceau en groupes constructible) sur S. 

b) F est localement constant constructible sur U et modérément ramifié sur X 
relativement à S. 

Alors on a les conclusions suivantes : 

1) (F, i) est cohomologiquement propre relativement à S en dimension < (resp. 
pour tout morphisme h: S' — » S , si i' : U' — > X' est l'image inverse de i sur S', si 
F' = F\U' et si k — h( X ), le morphisme canonique 

est un isomorphisme) . 

Si F est un faisceau en groupes premier aux caractéristiques résiduelles de S 
(2.3.6)) (modérément ramifié sur X relativement à S), alors (F,i) est cohomologique- 
ment propre relativement à S en dimension ^ 1 . 

2) Si F est un faisceau d'ensembles (resp. de groupes) constructible, i*F (resp. 
RjU*.F) est constructible. 
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Démonstration. — Pour tout S-schéma S", on considère le diagramme suivant dont 
tous les carrés sont cartésiens : 




Comme la question est locale sur X pour la topologie étale, on peut supposer que D 381 
est un diviseur strictement à croisements normaux relativement à S (2.1) ; de plus, 
quitte à restreindre X à un voisinage de Y, on peut supposer X lisse sur S. 

Démonstration de 2.4 1) 

2.4-1- Cas d'un faisceau d'ensembles satisfaisant à a). On peut supposer que l'on a 
F = g* G, où G est un faisceau sur S. Il résulte alors de (SGA 4 XVI 3.2) que le 
morphisme canonique 

(2.4.1.1) f*G^ùF 

est un isomorphisme. Pour tout S-schéma h: S' — > S, on a de même un isomorphisme 
f'*G' — » i' t F' ; par suite le morphisme canonique 

s'identifie à l'isomorphisme naturel 

k*f*G ~ f'*G' 

2.4-2. Cas d'un faisceau d'ensembles satisfaisant à b). On doit montrer que ip est un 
isomorphisme et il suffit pour cela de voir qu'il en est ainsi en chaque point géométrique 
x' de X'. Soit S (resp. X, resp. S', resp. X') le localisé strict de S (resp. X, resp. S', 
resp. X') en x' et posons U = Uç^y U' = Up^jy etc. Le morphisme <px s'identifie au 
morphisme canonique 

Tp: B°(TJ,F) — >E°(V7 T ,F 7 ) 
On peut trouver un revêtement principal V de U, du type figurant dans 5.4, tel que 
l'image inverse de F sur V soit un faisceau constant de valeur C. Si II est le groupe 
de Galois de V sur U, II opère sur F\V, et l'on a 

(2.4.2.1) H°(t7,F)) ~H°(V,CV) n 

où le deuxième membre désigne l'ensemble des éléments de H°(V, Cy) invariants 
sous II. Comme V = V Xjj U' est une revêtement principal de U' de groupe de 382 
Galois LT' ~ II, on voit que le morphisme Tp s'obtient, en prenant les invariants sous 
II, à partir du morphisme canonique 

B°(V,C V ) — > H°(V",Cv'). 
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Comme V et V sont connexes (5.4), ce morphisme, donc aussi Tp, est un isomorphisme. 

Notons que si de plus F est un faisceau en groupes et si P est un torseur sur U 

de groupe F, modérément ramifie relativement à D, il résulte de la démonstration 

p 

précédente et de 2.2 que ( F,i) est cohomologiquement propre relativement à S en 
dimension ^ 0. 

2.4-3. Cas d'un faisceau en groupes. Pour montrer que est un isomorphisme, il 
suffit de prouver que, pour tout point géométrique y' de Y', le morphisme 

est un isomorphisme. Or, d'après 2.1.2, s'identifie au morphisme canonique 

tt: H* (17, F) -^RlÇÛ 7 ^). 

Soient U le revêtement universel modérément ramifié de U (2.1.3) et F l'image inverse 
de F sur U. Il résulte de 5.7 dans le cas a) et de 5.5 dans le cas b), que H|(L/,F) 
s'identifie au sous-ensemble H 1 ([/,F) formé des classes de F-torseurs dont l'image 
inverse sur U est triviale. D'autre part un raisonnement classique (cf. IX 5, p. 231) 
montre que l'ensemble des éléments de H 1 ([/, F) dont l'image inverse sur U est triviale 
s'identifie à H 1 (7r^([/), H°(U, F)). On obtient ainsi un isomorphisme canonique 

(2.4.3.1) H.l(Û,F) ^HVÎÔ^H^F)). 

Par suite le morphisme ^ s'identifie au morphisme canonique 

H 1 (ttÎ (Û) , H°(Ï7 , F)) — > H 1 (tt* (U 7 ), H° (Û',F')). 

383 Montrons que ce morphisme est un isomorphisme. Le morphisme tt\(U') — > 7r^(J7) 
est un isomorphisme d'après 5.6, et il en est de même du morphisme H°(U,F) — > 
H°(U' , F'). En effet, cela est évident dans le cas b) car F est constant et U et U' sont 
connexes. Dans le cas a), soit G un faisceau en groupes constructible sur S tel que 
l'on ait F = g*G; comme les morphismes U — > S et U' — > S 7 sont 0-acycliques (5.7), 
on a 

H°(Î/,F) ~ H°(5,G) ~ H^^G 7 ) ~ H°(C/',F'), 

ce qui entraîne que \t est un isomorphisme. La dernière assertion de 2.4 1) résulte de 
ce qui précède, compte tenu de 2.3 b). 

Démonstration de 2.4 2). — Le cas d'un faisceau d'ensembles constructible satis- 
faisant à a) résulte aussitôt de (2.4.1.1). Soit F = g*G un faisceau en groupes sat- 
isfaisant à a), où G est un faisceau constructible; on peut supposer S affine; soient 
(Sj)jtzj une famille finie de sous-schémas fermés réduits de S dont la réunion recouvre 
S, tels que l'image inverse de G sur Sj soit un faisceau localement constant. Compte 
tenu de 2.4 1), il suffit, pour établir que Rli*F est constructible, de voir qu'il en est 
ainsi après le changement de base Sj — > S, pour chaque j € J. On est donc ramené 
au cas b) où F est localement constant. 
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On suppose désormais que F est un faisceau d'ensembles ou de groupes satisfaisant 
à b). Comme la question est locale pour la topologie étale sur X, on peut supposer 
X de présentation finie sur S, et, par passage à la limite, on peut supposer X et S 
nocthéricns. 

Soit D = J2i<^i<^r div fi, °ù ; pour chaque point x de SuppD, si I(x) est l'ensemble 
des i tels que fi(x) = 0, le sous-schéma V((fi) ie i^) est lisse sur S de codimension 
cardJ(x) dans X. Soit & l'ensemble des parties de [l,r] et, pour chaque I G 8?, 
posons 

^ = (n i£ ;n/i))n(n^^). 

Soit z un point de Xj. Quitte à se restreindre d'abord à un voisinage étale de z, on 384 
peut trouver un ouvert W de X contenant z et un revêtement principal V de U fl W, 
modérément ramifié sur W relativement à «S, du type considéré dans 5.6.1, tel que 
l'image réciproque de F sur V soit un faisceau constant de valeur C. Soit tt le groupe 
de Galois du revêtement V. Pour tout point géométrique x de Xj, on a alors d'après 
(2.4.2.1) 

H°(TJ,F) ~H°(V,C V ) T . 

Il en résulte que i*F\Xi n W est localement constant (SGA 4 IX 2.13) et par suite 
i*F est constructible. 

Montrons enfin que si F est un faisceau en groupes localement constant, Rli*F\xj 
est constructible. Si x est un point géométrique de X, on a obtenu dans (2.4.3.1) 
l'expression 

H^Ë7,:F)^HVi(^H (tf,F)). 

Si p est la caractéristique résiduelle de X, on a, d'après 5.6, k\{U) = Yl e ^ p Zg(l) caTdI . 
Désignons par L l'ensemble des nombres premiers qui divisent l'ordre du groupe fini 
H°(t7,F) et soit K = n^L-MnL 2 ^ 1 )^ 7 - 11 résulte de [4, I §5 cx.2] que l'on a 

K\{V,F)~K\K,K\Û,F)). 

Comme K est topologiquement de type fini et H°(t/, F) fini, on en déduit tout d'abord 
que les fibres du faisceau Kli^F\x, sont finies. D'autre part, l'ensemble L ne dépend 
pas du point x. Pour tout q e L, soit Xi yq le fermé de Xi d'équation q — et soit Xj> 
l'ouvert de Xj complémentaire de la réunion des Xj^ q . Alors Rli*F\x Itq et RjU*.F|x' 
sont localement constants ; en effet une flèche de spécialisation de points géométriques 
de Xi tQ (resp. de Xp) induit un isomorphisme sur les groupes K (5.6.1) donc aussi 
sur les ensembles (U, F), et l'on peut appliquer SGA 4 IX 2.13. 

Corollaire 2.5. — Soient f : X — > S un morphisme, D un diviseur sur X à croise- 385 
ments normaux relativement à S (2.1), Y — SuppD, U = X — Y, i: U — » X l'im- 
mersion canonique. Soit $ un champ sur U et supposons donnés des morphismes 
étales surjectifs Si — > S et X 2 — > X Xs Si, un champ sur Si et un isomorphisme 
$|t/ 2 ~ *|C/ 2 (cf. 2.2). 
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Alors, pour tout morphisme h: S' — > S, si k — hi X ), le Joncteur canonique 

ip: k*i*$ — ► i'^' 

est pleinement fidèle. Si ^> est constructible, le fondeur canonique 

V>: fc**î,$ — ► 

est une équivalence de catégories. 

De plus, si le champ \I> est constructible (resp. si est 1- constructible (0) et S 
localement noethérien), 1»$ est constructible {resp. î*$ est 1- constructible). 

Montrons que ip est pleinement fidèle. Il suffit de voir que, pour tout point 
géométrique x' de X', il en est ainsi du foncteur 

Tp: $(Î7) — ► ^'(tT 7 ) 

(on a repris les notations de 2.4.2). Soient a, 6 deux éléments de $(£/), a', 6' leurs 
images par ^. Comme le morphisme U — » S 1 est localement 0-acyclique (5.7), on a un 
isomorphisme 

H°(Z7,3¥) -^+H°(5,M). 

Par suite a et & proviennent par image inverse d'éléments de et il en est donc de 
même de F = Hom^fa, b). Comme le faisceau F' = Hom^fo', b') est l'image inverse 
sur U' de F, il résulte de 2.4.1 que le morphisme canonique 

U°(TJ,F) ^R°{TF,F') 

est un isomorphisme, ce qui prouve que Tp est pleinement fidèle. 
Montrons que, pour tout point géométrique x' de X' , le foncteur 

est une équivalence. D'après ce qui précède, ip est pleinement fidèle. Montrons que ijj 
est essentiellement surjcctif. Soit a' un élément de <&'({/') modérément ramifié sur X' 
relativement à S 1 (2.2) et montrons qu'il est l'image d'un élément modérément ramifié 
de &(U). Il résulte de 2.4 1) que le morphisme canonique 

H (I7,M) — > R°(V7 T ,W) 

est un isomorphisme. Soit G' la sous-gerbe maximale de $' engendrée par a' ; il existe 
alors une sous-gerbe maximale G de <I>, image inverse d'une gerbe sur S, telle que l'on 
ait 

m*G ~ G", 

où m est le morphisme [/' — > [7. Le foncteur canonique 
(*) G — > Ï?G' 

est une équivalence, car G s'identifie à une gerbe de torseurs sous un faisceau en 
groupes constructible provenant de S, et l'on peut appliquer 2.4 1). Il résulte alors de 
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(*) qu'il existe un élément a de G(U), modérément ramifié sur X relativement à S, 
dont l'image inverse sur U' est a', ce qui prouve que ip est une équivalence. 

Si W est constructible, il en est de même de i*$ ; en effet un objet x de i*$ est, 
localement pour la topologie étale de S, image inverse d'un objet y de ^ ; il résulte 
donc de 2.4.1.1 que Aut(x) est l'image inverse de Aut(y), donc est constructible. 
Enfin, si ^ est 1-constructible, il en est de même de d'après 6.3 ci-dessous. 

Corollaire 2.6. — Les notations sont celles de 2.4. Supposons que S soit de carac- 387 
téristique nulle en tout point s tel que Von ait Y s ^ 0. Alors, si & est un faisceau en 
groupes localement constant constructible sur U (resp. un champ constructible sur U 
qui est localement sur X et S image inverse d'un champ constructible sur S), (^,i) 
est cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ 1. 

Comme tout faisceau d'ensembles constructible sur U est modérément ramifié sur X 
relativement à S, le corollaire résulte de 2.4 (resp. 2.5). 

Corollaire 2.7. — Les notations sont celles de 2.4, mais on se donne de plus un S- 
schéma T, un morphisme propre p: X — » T, et on suppose X etT de présentation finie 
sur S ; soit q = pi. Soit & un faisceau d'ensembles constructible sur U satisfaisant à 
l'une des conditions a) ou b) de 2.4 (resp. un faisceau en groupes satisfaisant à l'une 
des condition a), b) de 2.4, resp. un champ sur U qui est localement sur X et S image 
inverse d'un champ constructible G sur S). Alors on a les conclusions suivantes : 

1) q) est cohomologiquement propre relativement à S en dimension ^ (resp. 
pour tout morphisme h: S — > S, si m = h(j), le morphisme canonique : 

6: m*(R\q^) — ► Rjg^' 

est un isomorphisme, resp. pour tout morphisme S — > S, le morphisme canonique 

est une équivalence). 

2) le faisceau q^.^ (resp. le faisceau Rlq*^, resp. le champ q\^) est constructible. 
Dans le dernier cas, si l'on suppose S localement noethérien et G 1-constructible, il 
en est de même de q\,^ '. 

La première partie résulte aussitôt de 2.4, 2.5 et de la démonstration de 1.8. Dé- 388 
montrons 2). Si & est un faisceau d'ensembles constructible sur U satisfaisant à 2.4 a) 
ou 2.4 b), il résulte de 2.4 2) que i^JF est constructible; il en est donc de même de 
q„& = y*(i*&) (SGA 4 XIV 1.1). 

Soit & un faisceau en groupes constructible sur U satisfaisant à 2.4 a) ou 2.4 b) 
et prouvons que R^g*^ est constructible. Par passage à la limite (EGA IV 8.10.5 et 
17.7.8) et en utilisant 1), on peut supposer S noethérien. Soit alors $ le champ sur X 
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dont la fibre en tout schéma X étale sur X est formée des torseurs sur U — U x x X , 
de groupe J^\U ', qui sont modérément ramifies sur X relativement à S; on a donc 

et ce faisceau est constructible d'après 2.4 2). Il résulte donc de 6.3 ci-dessous que 
S'(p* < E > ) est constructible, i.e. que Rlq*^ est constructible. 

Enfin, si & est un champ sur U qui est localement sur X et S image inverse 
d'un champ constructible sur S, est constructible, et il en est donc de même 
de q\.^ = p*(i\JP). Si de plus S est localement noethérien et SG constructible, 
S(i\-^) est constructible d'après 6.3; il en est donc de même de S(q*i\&), i.e. de 
S(ql&) 6.2. 

Corollaire 2.8. — Soit 



U^rX 




un diagramme commutatif de schémas, dans lequel U est l'ouvert complémentaire 
389 dans X d'un diviseur à croisements normaux relativement à S, f un morphisme 
propre de présentation finie. Soit L un ensemble de nombres premiers. On suppose g 
localement O-acyclique (resp. localement l-asphérique pour L). Alors, si & est un 
faisceau d'ensembles surU {resp. un faisceau deh-groupes) surU, localement constant 
constructible, modérément ramifié sur X relativement à S, /*J? (resp. Rj/*^) est 
localement constant constructible et (& f ) est cohomologiquement propre relativement 
à S en dimension ^ (resp. la formation de Rj/*^" commute à tout changement de 
base S — > S). Dans le cas non respé, si & est un faisceau en groupes, pour toute 
spécialisation si — > s 2 de points géométriques de S, le morphisme de spécialisation 

(RlU?h 2 — (R t 7^k 

est injectif. 

Le corollaire résulte aussitôt de 2.6 et de 1.14 (resp. de l'analogue de 1.14 pour le 
R-t f*^i lequel se démontre comme loc. cit. ). 

Corollaire 2.9 . — Soit 



U—^>X 




un diagramme commutatif de schémas, dans lequel U est l'ouvert complémentaire 
dans X d'un diviseur à croisements normaux relativement à S, f un morphisme 
propre lisse de présentation finie. Soit h l'ensemble des nombres premiers distincts des 
caractéristiques résiduelles de S. Soit & un faisceau de h-groupes localement constant 
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constructible sur U, modérément ramifié sur X relativement à S. Alors R 1 /*^ est 
localement constant constructible et (JP, f) est cohomologiquement propre relativement 
à S en dimension ^ 1. 

Le corollaire résulte de 2.8 et du fait que l'on a Rj/*^" = R 1 /*^" (2.3 b)). 

2.10. Si U est un schéma connexe, a un point géométrique de U, L un ensemble de 
nombre premiers, on note 

(2.10.0) Tr\(U,a) 

la limite projective des quotients finis de ni (U, a) dont les ordres ont tous leurs facteurs 
premiers dans L. 

Nous allons définir des morphismes de spécialisation pour le groupe fondamental, 
généralisant X.2. 

Soit g : U — > S un morphisme cohérent à fibres géométriquement connexes (resp. un 
morphisme de la forme g = fi, où / : X — > S est un morphisme propre de présentation 
finie et où i : U — » X est une immersion ouverte telle que U soit le complémentaire 
dans X d'un diviseur à croisements normaux relativement à S (cf. 2.8)). Soit L un 
ensemble de nombres premiers et supposons, dans le cas non respé, que, pour tout 
L-groupe constant fini C, (Cu,g) soit cohomologiquement propre relativement h S en 
dimension < 1. Soient s\ — > s 2 un morphisme de spécialisation de points géométriques 
de S, S le localisé strict de S en ~s~2, U = U xs S. On a un diagramme commutatif 

Us, > u < Us, 

g 

si >■ S < s 2 . 

Si a\ est un point géométrique de Us, , &2 un point géométrique de U-g 2 les morphismes 
hi et h 2 définissent des morphismes canoniques 

7ri:7ri-(i; Sl ,Oi) — > n\{TJ, ai) tt 2 : Tï\{U- S2 ,a 2 ) — >Ti\{Tj,a 2 ) 

(resp. m: ir\(Us,,ai) — > ir\(U,ai) tt 2 : Tr\{U^, 2 ,a 2 ) — > n\(U,a 2 )) 

(V 7 et 2.1.5.2). Les hypothèses de propreté cohomologique (resp. 2.8) prouvent que 
7r 2 est un isomorphisme. Si l'on choisit une classe de chemins de ai à a 2 , on obtient 
un isomorphisme 

7Ti 2 : 7Ti(f7,ai) i^(ÏÏ,a 2 ) (resp. m 2 : nl(ÏÏ,ai) ^7rî(!7,a 2 )) 

d'où un morphisme tt — 7r 2 _1 7T 12 7r 1 

tt: 7ii-(l7 7l ,Oi) — >ir\{U- S2 ,a 2 ) (resp. tt: ir\{U- Sl ,ai) — > tt\{U- S2 , a 2 )) . 

Changer la classe de chemins de oi à a 2 revient à modifier tt par un automorphisme 
intérieur de tt\(Xs 2 , a 2 ) (resp. de ir\(Xs 2 , a 2 )). On appelle morphisme de spécialisation 
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pour le groupe fondamental associé au morphisme s\ — > s 2 et on note simplement 

tt: tt^XsJ — > -k\{X- S2 ) (resp. tt: tt^^J — tt^J) 
l'un des morphismes défini ci-dessus. 

Lemme 2.11. — Soient f : X — > S un morphisme propre de présentation finie, D un 
diviseur sur X à croisements normaux relativement à S, Y — SuppZ? ; U = X — Y, 
i: U — > X le morphisme canonique, S\ — > s 2 un morphisme de spécialisation de points 
géométriques de S, y\ un point géométrique de Y Sl , y 2 un point géométrique de Yg 2 , 
tel que la projection z\ de y\ sur X soit une générisation de la projection z 2 de y 2 • Soit 
I Vl un sous-groupe d'inertie de ^1(11^) en y\. Alors l'image de I yi par le morphisme 
de spécialisation 

392 est un sous-groupe d'inertie de n\(Us 2 ) en y 2 . 

Soient en effet X (resp. X) le localisé strict de X en y 2 (resp. en yi), U = U x x X 
(resp. U = U x x X). On a un morphisme canonique U — ► U, et il résulte de 1.10 que 
l'on a un diagramme commutatif 

7TÎ ir\ (Us 2 ) 

où tt' est composé du morphisme canonique ttKU^) — > ir^U-g^ et du morphisme 
de spécialisation. Comme ^{U^) (resp. ^(t/^)) est un groupe d'inertie de ^(/T^) 
en yi et (resp. de ir\(Us 2 ) en y 2 ), il suffit de prouver que n' est surjectif. Mais cela 
résulte de l'expression obtenue dans 5.6. 

Corollaire 2.12. — Soit X une courbe propre et lisse connexe de genre g sur un corps 
séparablement clos k de caractéristique p ^ 0. Soit U l'ouvert obtenu en enlevant 
à X n points fermés distincts ai, . . . ,a n . Alors le groupe fondamental modérément 
ramifié ir\(U) (2.1.3) peut être engendré par 2g + n éléments Xi, y 'i, a j, avec 1 ^ i ^ g, 
1 ^ j ^ n, tel que aj soit un générateur d'un groupe d'inertie correspondant à aj, et 
que l'on ait la relation 

(*) n (ziv&ïV) n °] = l 

Pour tout groupe fini G d'ordre premier à p, engendré par des éléments Xi,y i , âj satis- 
faisant à la relation (*), il existe un revêtement étale de U, de groupe G, correspondant 

393 à un homomorphisme tt\(U) — ► G qui envoie Xi,yt, aj surxi,y i ,â : j respectivement. En 
d'autres termes, si p' désigne l'ensemble des nombres premiers distincts de p, 7rf (U) 
est le pro-p' -groupe engendré par les générateurs Xi,yt, aj liés par la seule relation (*). 
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Démonstration. — On peut supposer k algébriquement clos. Supposons d'abord k de 
caractéristique zéro. Il existe alors une sous-extension algébriquement close k' de k, de 
degré de transcendance fini sur Q, telle que X provienne par extension des scalaires 
d'une courbe propre et lisse X' définie sur k', et l'on peut supposer que les points 
ai,. . . ,a n proviennent de points rationnels a[, . . . , a' n de X'. Comme k' est de degré 
de transcendance fini sur Q, on peut trouver un plongemcnt de k' dans le corps des 
nombres complexes C ; soit U = U' y. y C. Soit k" une extension algébriquement close 
de k' telle que l'on ait des /c'-morphismes de k et de C dans k" . Si g': U' — > k' est 
le morphisme structural, et si & est un faisceau en groupes constant fini sur U", il 
résulte de 2.9 que les morphismes de spécialisation 

(R^Oc — (R^V — (R-V.^')fc 
sont des isomorphismes. En termes de groupes fondamentaux, cela montre que l'on a 
un isomorphisme, défini à automorphisme intérieur près 

m(U) — ►tti(CÔ, 

et il est clair que cet isomorphisme transforme un groupe d'inertie relatif à un point 
de X' — U 1 en un groupe d'inertie relatif au même point. On peut donc supposer 
que l'on a k = C. Dans ce dernier cas il résulte du théorème d'existence de Riemann 
(XII 5.2) que le groupe fondamental tti(U) n'est autre que le complété pour la topolo- 
gie des sous-groupes d'indice fini du groupe fondamental de l'espace analytique associé 
à U. Or ce dernier peut se calculer par voie transcendante [3, ch. 7 §47] ; il peut être 394 
engendré par 2g + n éléments Xi,yi,aj tels que Oj soit l'image d'un générateur du 
groupe fondamental local wi(Dj) d'un petit disque centré en aj, i.e. un générateur 
d'un groupe d'inertie correspondant au point aj, ces éléments satisfaisant à la seule 
relation (*). 

Si maintenant k est de caractéristique p > 0, on peut trouver un anneau de valu- 
ation discrète complet A, de corps résiduel k, de corps des fractions K de caractéris- 
tique zéro, et un schéma connexe X\, propre et lisse sur S = SpccA, tel que l'on ait 
Ii Spec k ~ X (III 7.4) . Les points aj se relèvent alors en des sections Sj de X\ 
au-dessus de S ; soit Y\j le sous-schéma fermé réduit d'espace sous-jacent Sj(S), Y\ la 
réunion des Y\j, U\ = X\ — Y\, g\\ U\ — > S le morphisme structural. Soient K une 
extension algébriquement close de K, U = U\ Xg K. Si C est un groupe constant fini, 
il résulte de 2.8 que le morphisme de spécialisation 

(^guCu^k — ► (R^ifCVJTf 

est injectif et même bijectif si C est d'ordre premier à p. Or cela signifie, en termes 
de groupes fondamentaux, que le morphisme de spécialisation (1.10) 

tt: mïU) —> tt\(U) 

est surjectif, et que le morphisme de spécialisation 
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est bijectif. Enfin, si Xi,yi,aj sont des générateurs de tïi{U) tels que Oj soit un 
générateur d'un groupe d'inertie correspondant au point bj = Y\j(K) de X, alors, 
d'après 1.11, n(<jj) est un générateur d'un groupe d'inertie correspondant à a,j, ce qui 
achève la démonstration. 

[Remarque (ajoutée en 2003 (MR)). — Soient k un corps algébriquement clos de car- 
actéristique p > 0, X une courbe algébrique propre lisse sur k, connexe, de genre g, 
U un ouvert affine de X, complémentaire de r > 1 points rationnels de X. On dispose 
du groupe fondamental wi(U), de son quotient n\(U) qui classifie les revêtements finis 
étales de U, modérément ramifiés aux points de X — U, et du quotient ir p (U) de tt\(U) 
qui classifie les revêtements étales galoisiens de U, de groupe de Galois d'ordre premier 
à p. 

Dans (Coverings of algebraic curves, Amer. J. Math. 79 (1957), p. 825-856) 
S. Abhyankar formulait un certain nombre de conjectures sur la structure des groupes 
finis, groupes de Galois de revêtements finis étales de U. 

Les conjectures concernant les groupes finis qui sont groupes de Galois de revête- 
ments étales connexes de U d'ordre premier à p, sont démontrées et précisées dans 
le corollaire 2.12. Avant d'aborder les quotients finis de tï\{U), commençons par don- 
ner quelques indications sur la « taille » de ce groupe. Soit X = Spec(A). On sait 
que Hom cont (7Ti(J7), Z/pZ) est décrit par la théorie d'Artin-Schreier (cor. XI 6.9). Ce 
groupe est isomorphe à A/p(A) où p est l'application de A dans A, qui envoie a 
sur a p — a. Supposons d'abord que U soit la droite affine A 1 , d'anneau k\T\. Soit E 
l'ensemble des éléments de k[T] de la forme ^ a{T % , avec a, = lorsque p divise i. 
Il est immédiat que l'application composée E — ► k[T] — > k[T]/pk[T] est bijective. 
Dès lors les coefficients ai, (i,p) — 1, se comportent comme des coordonnées d'un 
espace qui paramètre les revêtements de la droite affine cycliques de degré p. En par- 
ticulier, on en déduit que 7Ti(A 1 ) n'est pas topologiquement de type fini et que, si 
l'on effectue une extension k — > k' de corps algébriquement clos, le morphisme na- 
turel 7Ti(A 1 Xfe k') — ► 7Ti(A 1 ), qui est surjectif, n'est pas bijectif, contrairement au cas 
propre. Dans le cas général, la courbe U se réalise comme schéma fini sur la droite 
affine et on conclut que les mêmes phénomènes se produisent pour iri(U) (et d'ailleurs, 
plus généralement, pour ni(V) pour tout fc-schéma affine connexe V, de type fini, de 
dimension ^1). 

Ceci étant, si G est un groupe fini, notons G^ p •* le plus grand groupe quotient 
de G, d'ordre premier à p. Pour qu'un groupe fini G soit un quotient topologique 
de 7i"i(Z7), il faut que G^ p ) soit un quotient topologique de tt p (U), condition à laquelle 
on sait en principe répondre grâce au corollaire 2.12. Dans l'article précité, Abhyankar 
conjecture que cette condition nécessaire est également suffisante. Cette conjecture a 
été démontrée par M. Raynaud dans le cas de la droite affine et par D. Harbater dans 
le cas général (Invent. Math. 116 (1994), p. 425-462 et 117, p. 1-25). Par exemple, 
dans le cas de la droite affine n p (A 1 ) = 1 et on conclut qu'un groupe fini G est 
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groupe de Galois d'un revêtement étale connexe de A 1 si et seulement si G^ p ) = 1, 
c'est-à-dire si et seulement si G est engendré par ses p-sous-groupes de Sylow. Ainsi 
tout groupe fini simple d'ordre multiple de p convient.] 

3. Propreté cohomologique et locale acyclicité générique 

395 

Théorème 3.1. — Soient S un schéma irréductible de point générique s, X et Y deux 
S -schémas de présentation finie, f: X — » Y un S -morphisme. Pour tout S -schéma S' , 
on note Y' , X' , etc. l'image inverse de Y, X , etc. par le morphisme S' — > S. On a 
les propriétés suivantes : 

1) a) On peut trouver un ouvert non vide S' de S tel que, pour tout faisceau 
d'ensembles constant fini F' sur X' , f'^F 1 soit constructible, et que (F',f) soit coho- 
mologiquement propre relativement à S' en dimension < 0. 

b) Soit F un faisceau d'ensembles constructible sur X . Alors on peut trouver un 
ouvert non vide S" de S (dépendant de F) tel que f'^F' soit constructible et que (F' , /') 
soit cohomologiquement propre relativement à S' en dimension ^ 0. 

2) Supposons que les schémas de type fini de dimension ^ dimX, sur une clôture 
algébrique k de k(s) soient fortement désingularisables (SGA 5 I 3.1.5). Alors on a 
de plus les propriétés suivantes : 

a) On peut trouver un ouvert non vide S' de S tel que, pour tout faisceau en 
groupes constant fini F' sur X' , d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles de S, 
si $' est le champ des torseurs sous F', soit 1- constructible, et que (F' , /') soit 
cohomologiquement propre relativement à S' en dimension ^ 1. 

b) Soient L l'ensemble des nombres premiers distincts des caractéristiques résidu- 
elles de S et $ un ind-h-champ 1- constructible sur X (0), tel que, pour tout schéma X\ 
étale sur X et pour tout couple d'objets x,X\ de le faisceau HortiXi (x, Xi) soit 
constructible. On suppose de plus S localement noethérien. Alors on peut trouver un 
ouvert non vide S' de S tel que soit 1- constructible, que, pour tout couple d'ob- 
jets y, yi d'une fibre (/*<I>')y 1 , Homy, (y, yi) soit constructible, et que ($',/') soit 396 
cohomologiquement propre relativement à S' en dimension ^ 1. 

Démonstration. — On peut suppose S affine; d'après SGA 4 VIII 1.1, on peut sup- 
poser S intègre ; enfin, par passage à la limite, on peut supposer que S* est le spectre 
d'une algèbre de type fini sur Z ; en particulier S est alors noethérien. Comme la 
question est locale sur Y, on peut supposer Y affine. De plus il suffit, pour démontrer 
le théorème, de le faire après extension finie S' — * S, où S' est un schéma intègre et où 
S" — > S est composé de morphismes étales et de morphismes finis radiciels surjectifs. 

1) Cas des faisceaux d'ensembles constants 

1) 1. Réduction au cas où X est normal sur S. Soit Xrg le normalisé de (Aj) r éd ; 
quitte à restreindre S 1 à un ouvert non vide et à faire une extension radiciclle de S, on 
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peut supposer que X\-g provient d'un schéma X\ normal sur S, et que le morphisme 
X\s —> X-g provient d'un morphisme fini surjectif p: X\ — > X (EGA IV 8.8.2 et 
9.6.1). Supposons le théorème démontré pour fp. Quitte à restreindre S 1 à un ouvert, 
on peut supposer que, pour tout faisceau d'ensembles constant F sur X, (p*F, fp) 
est cohomologiquement propre relativement à S* en dimension ^ et que f*p*(p*F) 
est constructible. D'après 1.9, (p*p*F, f) est alors cohomologiquement propre rela- 
tivement à S* en dimension ^ 0. Le morphisme 

F — » p,p*F = G 

est un monomorphisme. Il en résulte déjà, f*F étant un sous-faisceau de /*G, que 
f*F est constructible (SGA 4 IX 2.9 (ii)) et que (F, /) est cohomologiquement propre 
relativement à S* en dimension ^ — 1. 

397 Soient Xi = X\ Xx X\, q: Xi — > X le morphisme canonique. D'après 1.11 1), on 
a une suite exacte 

F — > G q*q*F . 

D'après ce que l'on vient de démontrer, appliqué à fq au lieu de /, on peut sup- 
poser, quitte à restreindre S* à un ouvert non vide, que, pour tout faisceau d'ensembles 
constant F sur X, (q*F,fq) est cohomologiquement propre relativement à S 1 en di- 
mension ^ — 1, donc que (q*q*F, f) est cohomologiquement propre relativement à S 1 en 
dimension ^ —1. Il résulte alors de 1.13 1) que (F, /) est cohomologiquement propre 
relativement à S en dimension ^ 0. 

1) 2. Réduction au cas où X est normal affine sur S. 

Soit U s un ouvert affine de X s dense dans X s . Quitte à restreindre «S à un ouvert non 
vide, on peut supposer que U s — > X s se relève en une immersion ouverte i: U — ► X, 
schématiquement dominante relativement à S (EGA IV 8.9.1). Comme le morphisme 
X -> 5" est normal, on a d'après SGA 2 XIV 1.18 : 

prof êt S -u(X) > 2; 

par suite, pour tout faisceau constant F sur X, le morphisme canonique 

F — > ùi*F 

est un isomorphisme. Il en résulte que, si l'on suppose le théorème démontré pour 
fi et i, alors, après restriction de S 1 à un ouvert non vide, (i*F,i) et (i*F,fi) sont 
cohomologiquement propres relativement à 5 en dimension ^ 0. Il en est donc de 
même de (F, f) (1.6 2)). Comme de plus f t F = (fi)*(i*F) est constructible, ceci 
achève la réduction. 

1) 3. Fin de la démonstration. 

On peut supposer S normal (EGA IV 7.8.3). On peut trouver une compactification 

398 de X s : 
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X S ^^P S 

fs 

Y s 

où j s est une immersion ouverte dominante et g s un morphismc propre ; quitte à faire 
une extension radiciclle de k(s) et à remplacer P s par son normalisé, ce qui ne change 
pas X s , on peut supposer P s géométriquement normal. Quitte à restreindre S à un 
ouvert non vide et à faire une extension radicielle surjective, on peut supposer que le 
diagramme ci-dessus provient d'un diagramme 

j 

f 

Y 

où P est un schéma normal sur S, j une immersion ouverte schématiquement dom- 
inante relativement à S et g un morphisme propre (EGA IV 6.9.1, 9.9.4 et 9.6.1). 
Pour tout faisceau d'ensembles constant fini F sur X de valeur C, j*F est le faisceau 
constant de valeur C (SGA 4 2.14.1), et il en est de même après tout changement 
de base S' — > S ; il en résulte que (F, j) est cohomologiquement propre relativement 
à S en dimension ^ 0. Il en est donc de même de (F, /), puisque g est propre (1.8). 
Comme g est propre f*F — g*Cp est constructible, ce qui achève la démonstration 
de 1) a). 

2) Cas d'un faisceau d'ensembles constructible 

Soit F un faisceau d'ensembles constructible sur X. D'après SGA 4 IX 2.14 (ii), 
on peut trouver une famille finie de morphismes pi\ Zi — > A, et, sur chaque Zj, un 
faisceau d'ensembles constant fini G, de sorte que l'on ait un monomorphisme 399 

i 

D'après 1) a), on peut supposer, quitte à restreindre S 1 à un ouvert non vide, que les 
(Ci, fpi) sont cohomologiquement propres relativement à S en dimension ^ 0, et que 
les f*Pi*Ci sont constructibles. On en conclut déjà que (G, /) est cohomologiquement 
propre relativement à S en dimension < (1.9), donc que (F, /) est cohomologique- 
ment propre relativement à S en dimension ^ —1, et que f*F est constructible. Soit K 
la somme amalgamée K = G]J F G; comme F et G sont constructibles, il en est de 
même de K. On conclut donc de ce qui précède que, quitte à restreindre S 1 à un ouvert 
non vide, on peut supposer que (K, /) est cohomologiquement propre relativement à S 
en dimension ^ — 1. Il résulte alors de 1.13 1) que (F, /) est cohomologiquement propre 
relativement à S* en dimension $J 0. 
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3) Cas des faisceaux en groupes constants 

Si F est un faisceau en groupes constant sur X, on note $ le champ des torseurs 
sous F. 

3) 1. Montrons d'abord que, quitte à restreindre S à un ouvert non vide, pour tout 
faisceau en groupes constant F sur X, d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles 
de S, (F, /) est cohomologiquement propre relativement à S 1 en dimension < 0, et que 
/*<!> est constructible. 

On se ramène pour cela au cas où X est lisse sur S. Quitte à faire une extension 
finie de fc(s), ce qui est loisible car on peut la considérer comme composée d'une 
extension étale et d'une extension radicielle, on peut trouver un morphisme propre 
surjectif p s : X± s — » X s , où X\ s est un schéma lisse sur S de même dimension que X s , 
et, quitte à restreindre S à un ouvert non vide, on peut supposer que p s provient d'un 
400 morphisme propre surjectif p: X\ — » X, où X\ est un schéma lisse sur S (EGA IV 
9.6.1 et 12.1.6). Soient X 2 = X\ Xx Xi, q: X 2 — > X le morphisme canonique. On a 
un diagramme exact de champs sur X 

$ — >p»p*<ï> =| ç*<7*$ 

(1.11 2)). Le théorème étant supposé démontré dans le cas lisse, on voit tout d'abord 
que l'on peut supposer /*p*p* < ï > constructible ; il en est donc de même de /*$ (3.1.1 ci- 
dessous). De plus, d'après 1.6 2), on peut supposer (p*p*$, /) cohomologiquement pro- 
pre relativement à S en dimension < ; il en résulte que ($, /) est cohomologiquement 
propre relativement à S 1 en dimension ^ — 1. On peut donc supposer que (q*q*<&, /) est 
cohomologiquement propre relativement à S* en dimension ^ — 1 , et cela entraîne que 
($,/) est cohomologiquement propre relativement à S 1 en dimension < (1.12 1)). 

On se ramène ensuite comme dans 1) 2 au cas où X est lisse et affine sur S. Soit 
alors 

X^^P 




Y 



une compactification de X, où i est une immersion ouverte dominante et q un mor- 
phisme propre. Comme on a dimP;, = dimXs, on peut appliquer l'hypothèse de 
résolution des singularités à Pg. Quitte à faire une extension étale et une extension 
radicielle de 5, on peut trouver un morphisme propre r : Z — > P, où Z est lisse sur S, 
r~ l (X) ~ X, et où r~ 1 (X) est le complémentaire dans Z d'un diviseur à croisements 
normaux relativement à S. Tout torscur sous F est alors modérément ramifié sur Z 
relativement à S (2.3 b)). Il résulte donc de 2.7 que (F, f) est cohomologiquement 
propre relativement à 5 en dimension ^ 0, ce qui démontre notre assertion. 
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3) 2. Réduction au cas où X est lisse sur S. 

Quitte à faire une extension finie de k(s), on peut trouver un morphisme propre 
surjectif p s : X\ s — » X , où X\ s est un schéma lisse sur s, et on peut supposer que p s 
provient d'un morphisme propre surjectif p: X\ — > X, où X\ est lisse sur S. Supposons 
le théorème démontré pour fp et montrons-le pour /. Soit F un faisceau en groupes 
constant fini sur X, d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles de S et $ le champ 
des torseurs sous F. Soient X 2 = X\ Xx X\, X 3 = X\ Xx Xi Xx X\, q: X 2 — » X, 
r: X$ — > X les morphismes canoniques. D'après 1.11 2), on a un diagramme exact de 
champs 



Pour prouver que ($, /) est cohomologiqucment propre relativement à S 1 en dimension 
^ 1, il suffit de montrer qu'il en est de même de (p*p*<ï>, /), que (g*ç*<i>, /) est coho- 
mologiquement propre relativement à S 1 en dimension ^ et que (r*r*<ï>, /) est coho- 
mologiquement propre relativement à S en dimension < —1 (1.12 2)). D'après 3) 1 ci- 
dessus on peut supposer que, pour tout faisceau en groupes constant fini F, (q*§, fq), 
(q*$,q), (r*$,/r), (r*4>,r) sont cohomologiqucment propres relativement à S en di- 
mension < 0. Il résulte alors de 1.6 2) que (q*q*&, /) et (?%?"*$, /) sont cohomologiquc- 
ment propres relativement à S en dimension ^ 0. Le théorème étant supposé démon- 
tré dans le cas lisse, (p*&,fp) et (p*$,p) donc aussi (p*p*&,f) (1.6 2)) sont coho- 
mologiqucment propres relativement à 5* en dimension $J 1. Ceci montre bien que 
($, /) est cohomologiqucment propre relativement à S 1 en dimension < 1. 

De plus est 1-constructible par hypothèse; d'après 3.1 on peut supposer 

que f*q*q*<& est constructible; il résulte donc de 3.1.1 ci-dessous que /*$ est 1- 
constructible. 

3) 3. Réduction au cas où X est lisse affine sur S. 

D'après 3) 2, on peut supposer X lisse sur S. Soit (f i ) ieJ un recouvrement fini de X 
par des ouverts affines, et soit X\ la somme directe des Ui, p: X\ —> X le morphisme 
canonique. Comme p est un morphisme de descente effective pour la catégorie des 
faisceaux étales de type fini sur des schémas variables, on voit comme dans 3) 2 que, 
si l'on suppose le théorème démontré pour les Ui, i.e. pour X\, il est aussi vrai pour X. 

3) 4. Cas où X est lisse affine sur S. 

On voit comme dans 3)1 que, quitte à restreindre S* à un ouvert non vide et à faire 
une extension étale et une extension radicielle surjectives de S, on peut trouver un 
diagramme commutatif 



Y 

où P est un schéma lisse sur S, X le complémentaire dans P d'un diviseur à croise- 
ments normaux relativement à S et g un morphisme propre. Si F est un faisceau 




X 



1 
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constant d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles de S, tout torseur sous F 
est modérément ramifié sur P relativement à S (2.3 b)). Le fait que (F, /) soit coho- 
mologiquement propre relativement à S 1 en dimension ^ 1 et que /„$ soit constructible 
résulte alors de 2.7. 

4) Démonstration de 2) b) 

4) 1. Cas où $ est une gerbe. 

On peut trouver un morphisme étale surjectif de type fini p: X\ — ► X, tel que p*<& 
soit un gerbe triviale. Par descente, comme dans 3) 2, on voit qu'il suffit de prouver le 

403 théorème pour X\, X\ Xx^i et X\ x x X\ Xx X\. On est donc ramené au cas où $ 
est le gerbe des torseurs sous un faisceau en groupes constructible F, dont les fibres 
sont d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles de S. 

D'après SGA 4 IX 2.14, on peut trouver une famille finie de morphismes finis 
Pi: Zi — > X, et, pour chaque i, un faisceau en groupes constant fini G, d'ordre premier 
aux caractéristiques résiduelles de S, de sorte que l'on ait un monomorphisme 

j- F — ► JJpi*Cj = G. 

i 

Soit $j le champ de torseurs sous Ci et le champ des torseurs sous G. Il résulte 
de 2) a) que, quitte à restreindre 5 à un ouvert non vide, on peut supposer que les 
(Ci, fpi) sont cohomologiquemcnt propres relativement à S 1 en dimension ^ 1, et que 
les champs f*Pi*&i sont 1-constructibles. Il résulte alors de 1.9 que les (pi*G, /) sont 
cohomologiquemcnt propres relativement à S 1 en dimension $C 1 ; il en est donc de 
même de (G,/). De plus, comme Pi*$i est équivalent au champ des torseurs sous le 
groupe PwCi (SGA 4 VIII 5.8), on voit que /*\f r est 1-constructible. 

Comme R 1 /*G est constructible, on peut trouver un faisceau représentable par un 
F-schéma étale de type fini T et un épimorphisme 

a:T — ► R 1 /*^ 

(SGA 4 IX 2.7) ; de plus on peut supposer que l'image de la section identique de T(T) 
est définie par un torseur Q sur X XyT = Xt, de groupe G\Xt- Soient /t : Xt — ► T 
le morphisme canonique, Ft = F\Xt, etc. D'après 1) b) on peut supposer, quitte à 
restreindre S* à un ouvert non vide, que (Q/Ft,/t) est cohomologiquement propre 
relativement à S en dimension ^ et que Jt*{Q/Ft) est constructible. Il résulte alors 
de 3.1.2 que est constructible. 

404 Montrons que (F, /) est cohomologiquement propre relativement à S en dimension 
^ 1. D'après 1.13 2) il suffit de prouver que, pour tout schéma Y\ étale sur Y et pour 
tout torseur Q\ sur X\ — X Xy Y\, si fi : X\ — > Y\ est le morphisme canonique, alors 
(Qi/F\, /i) est cohomologiquement propre relativement à S 1 en dimension < 0. Or, 
par définition de T, Qi est, localement pour la topologic étale de Y\, image inverse 
de Q, ce qui démontre notre réduction. 
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4) 2. Cas général. 

On voit en utilisant le lemme 6.1.1, 4) 1 et 1) a) que, quitte à restreindre S à un 
ouvert non vide, on peut supposer S(f*&) constructible et (5$,/) cohomologiquc- 
ment propre relativement à S* en dimension ^ 0. On peut alors trouver un faisceau 
représentable par un F-schéma étale de type fini T et un épimorphisme 

a:T^S(f^). 

On reprend les notations de 4) 1, et on pose de plus Z = T Xy T, Xz = X Xy Z 
et on note fz : Xz — > Z le morphisme canonique. On peut supposer T choisi de 
sorte que l'image q de la section identique de T(T) par a soit définie par un objet p 
de (/*$)t = $x T - Soient p\ et pi (resp. q\ et 92) les images inverses de p (resp. q) 
par les deux projections de Z dans T. On peut supposer, quitte à restreindre S à 
un ouvert non vide, que (Autx T (p), /t) est cohomologiquement propre relativement 
à S* en dimension ^ 1, que (Homx z (pi, P2), fz) est cohomologiquement propre rel- 
ativement à 5 en dimension ^ 0, et que /r*(Autx T (j>)), /z*(Homx z (pi,P2)) sont 
constructibles ( a) 1) et 4) 1)). 

On en déduit d'abord que, pour tout schéma Y\ étale sur Y et pour tout cou- 
ple d'objets y, y\ de (/* < î')y 1 , le faisceau Auty 1 (y) (resp. Hom^ (y, y{)) est con- 
structible, un tel faisceau étant, localement pour la topologie étale de Y\, image inverse 

de / T *(Autxr(p)) (resp- de / z *(Homx z (pi,P2)))- 

Il reste à prouver que ($, /) est cohomologiquement propre relativement à S* en 405 
dimension ^ 1. Il suffit pour cela de montrer que, pour tout S"-schéma S et pour tout 
point géométrique y' de F, si l'on note Y le localisé strict de Y en y', X = X xy Y, 
etc., alors le foncteur canonique 

Jp: $(X) — > <Ï>'(X>) 

est une équivalence de catégories. 

Montrons que Tp est pleinement fidèle. Soient x, y G &(X), x', y' leurs images dans 
et montrons que le morphisme canonique 

(*) Hom T (s, y) — ► Hom— (x', y') 

est bijectif. Par définition de T il existe deux morphismes de Y dans T tels que a; et y 
soient les images inverses de p par ces deux morphismes. Cela revient à dire qu'il y a 
un morphisme Y — > Z, d'où un morphisme h: X — > tel que l'on ait 

ft*(pi)=a; h*(p 2 )=y. 

Par suite on a un isomorphisme canonique 

Hom x (x,y) = h*(Homx z (pi,P2))- 

mais, compte tenu du fait que (Homx z (pi,f>2), fz) est cohomologiquement propre 
relativement à S* en dimension ^ 0, on voit qu'il en est de même de (Homy(i, y), /), 
ce qui prouve que le morphisme (*) est bijectif. 
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Montrons que Tp est essentiellement surjectif. Soit x' e $'(A'). Comme (S*$,/) 
est cohomologiquement propre relativement à S 1 en dimension ^ 0, le morphismc 
canonique 

H° (X, ~S~Ô>) — > H^X 7 ,^!') 

est bijectif. Soit G" la sous-gerbe maximale de <£>' engendrée par x' ; il existe alors une 
sous-gerbe maximale G de $ dont l'image inverse sur X' est G'. D'après 4) 1 (G, /) est 
cohomologiquement propre relativement à 5 en dimension ^ 1 ; par suite le foncteur 
canonique 

G(X) — > G'ÇX 7 ) 

406 est une équivalence de catégories, ce qui prouve l'existence d'un élément x de &(X) 
dont l'image dans $'(A') soit isomorphe à x' et achève la démonstration du théorème. 

Lemme 3.1.1. — Soient S un schéma localement noethérien et 

p Pl,P2 
$ > $ : ] <î) 2 

un diagramme exact de champs sur S (1.10.1). Si $i est constructible, il en est de 
même de Si, pour tout schéma S' étale sur S et pour tout couple d'objets x\, y\ 
de (&i)s' le faisceau Homs/(xi,yi) est constructible, alors, pour tout couple d'objets 
x, y de $5', il en est de même de Homs(x, y). Supposons que $i soit 1- constructible 
(0) et que $2 soit constructible, alors <ï> est 1- constructible. 

Pour tout schéma S' étale sur S* et pour tout objet x de on a un monomor- 
phisme 

Auts'(x) — > Auts'(p(xj). 

Il résulte donc de SGA 4 IX 2.9 que, si $1 est constructible, il en est de même de $, 
et la deuxième assertion du lemme se démontre de la même façon. 

Supposons maintenant $1 1-constructible et $ 2 constructible. Le morphisme p 
induit sur les faisceaux de sous-gerbes maximales un morphisme 

(p: 5$ — > S$l 

Soit G l'magc de S& par <p ; d'après SGA 4 IX 2.9, G est un faisceau constructible. 
On peut donc trouver un faisceau représentable par un S*-schéma étale de type fini T 
et un épimorphisme 

a: T — > G 

407 (SGA 4 IX 2.7). De plus on peut choisir T de sorte que l'image y de section identique 
de T(T) par a soit définie par un objet X\ de ($i)t de la forme x\ = p(x), où x G $t- 

Il suffit de montrer que, pour tout point s de S, il existe un ouvert non vide U 
de {s} tel que S$\U soit localement constant constructible. Soient s e S, s un point 
géométrique au-dessus de s et y 1 , . . . , y n les éléments de G-g ■ Par définition de T il 
existe des morphismes hii s —> T tels que l'on ait h* (y) — y^ Soit S' le produit fibré 
sur S de n schémas isomorphes à T, h: s — > S" le produit fibré des hi, yt (resp. Xi) 
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l'image inverse de y (resp. x) par la i-ème projection de S' sur T. Soit Fi le sous- 
faisceau de S$|S' image réciproque de yi et montrons que les Fi sont constructibles. 
Le faisceau Fi est un quotient du faisceau F- tel que, pour tout schéma S" étale 
au-dessus de S', on ait 

F!(S") = {classes mod. isomorphisme d'objet z de <t>s" muni 

d'un isomorphisme i: p(z) ~ p(xi\S")}. 

Il suffit de montrer que les F- sont constructibles. Or, si l'on pose Zj = Pip(xi), 
z 'i = P2p(x%), on a un monomorphisme 

F/ — »Isom lS/ (z i ,20, 

obtenu en associant, à tout schéma S" étale sur S' et à tout objet z de $s" tel que 
l'on ait un isomorphisme i: p(z) ~ l'isomorphisme de Zi dans z- défini par 

la condition que le diagramme 

, > gi(0 s y 

i 

^ . P2(») \ 
PlP(z) > Zi 

soit commutatif (j est le morphisme canonique associé au diagramme exact). 408 

Le morphisme &i est injectif car dire que deux objets z, z' , tels que l'on ait des iso- 
morphismes i: p(z) -^—>p(xi\S"), i' : p(z') — > p(xi\S"), définissent le même élément 
de ïsoms"(zi, z'i) revient à dire que l'on api(î' _1 i) = p 2 (i'~ 1 i), i.e. que i'~ 1 i provient 
d'un isomorphisme z — » z' . Le faisceau F[ étant un sous-faisceau de Isoms< (zi, z-) est 
constructible. 

Comme on peut trouver un ouvert non vide U de {s} tel que y\ \U, . . . , y n \U engen- 
drent G, il résulte du lemme 6.1.2 ci-dessous que SQ\U est constructible, donc, quitte 
à restreindre U, S$\U est localement constant constructible. 

Lemme 3.1.2. — Soient S un schéma localement noethérien, f:X — ► S un mor- 
phisme, F — > G un monomorphisme de faisceaux en groupes sur X , 1 3> (resp. ^1) 
le champ des torseurs sous F (resp. sous G), $ = /*^, $1 = f*^i- On suppose 
donné un faisceau sur S représentable par un S-schéma étale de type fini T et un 
morphisme surjectif 

a: T — ► S$i ~ R 1 /*^, 

de sorte qu'il existe un torseur Q sur Xt = X Xs T de groupe G\Xt qui définisse 
dans R 1 /*G(T) l'image par a de la section identique de T(T). Soit /t : Xt —* T le 
morphisme canonique et posons Ft — F\Xt- On suppose que $1 est 1- constructible 
et que fr*(Q / Fr) est constructible. Alors $ est 1- constructible. 
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Il suffit en effet de recopier la démonstration de 3.1.1, le fait que l'on ait des 
morphismes ^i étant remplacé par le fait que l'on a des isomorphismes 

F>^UQ/F T )\S'. 

409 Remarque 3.1.3. — Supposons que k = k (s) soit de caractéristique nulle; alors les 
schémas de type fini sur k de dimension ^ dimX sont fortement désingularisables et 
la démonstration de 3.1 permet de prouver les résultats suivants : 

a) Il existe un ouvert non vide Si de S tel que, pour tout schéma S' au-dessus 
de Si dont les points maximaux sont de caractéristique nulle et pour tout faisceau 
d'ensembles localement constant constructible F sur X' = X Xg S' , (F, /') soit coho- 
mologiquement propre relativement à S" en dimension < 0. 

b) Si toutes les caractéristiques résiduelles de S sont nulles, il existe un ouvert non 
vide 5*1 de S tel que, pour tout schéma S' au-dessus de Si et pour tout faisceau en 
groupes localement constant constructible F sur X', (F, /') soit cohomologiquement 
propre relativement à S' en dimension < 1. 

Il suffit en effet de recopier la démonstration de 3.1.2) a). La proposition 2.7 utilisée 
dans 3) 4 s'applique au cas d'un faisceau localement constant F, car, reprenant les 
notations de 3) 4, tout torseur sous F est modérément ramifié sur P relativement à S 
puisque toutes les caractéristiques résiduelles de S sont nulles. 

Corollaire 3.2. — Soient k un corps de caractéristique p ^ 0, p' l'ensemble des nom- 
bres premiers distincts de p, f : X — > k un morphisme cohérent. 

1) Pour tout faisceau d'ensembles F, (F, f) est cohomologiquement propre en di- 
mension ^ 0. 

2) Supposons satisfaite l'une des deux conditions suivantes : 

a) / est de type fini et les schémas de type fini de dimension ^ dim X sur 
une clôture algébrique de k sont fortement désingularisables. 

410 b) Les schémas de type fini sur une clôture algébrique de k sont fortement 
désingularisables. 

Alors, pour tout faisceau de ind-p' -groupe F, (F, f) est cohomologiquement propre en 
dimension ^ 1. 

Soit F un faisceau d'ensembles (resp. de ind-p'-groupes) . D'après SGA 4 IX 2.7.2 
on peut écrire F comme limite inductive filtrante 

F = limFj, 

où les Fi sont des faisceaux d'ensembles (resp. de ind-p'-groupes) constructibles. 
Comme / est cohérent, /* (resp. R 1 /*) commute aux limites inductives (SGA 4 
VII 3.3). Si l'on sait que les (Fi, f) sont cohomologiquement propres en dimension 
^ (resp. que tout faisceau d'ensemble est cohomologiquement propre en dimension 
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^ et que les (Fi,f) sont cohomologiquement propres en dimension ^ 1), il en sera 
de même de (F, /). On peut donc supposer F constructible. 

Si l'on suppose / de type fini (resp. satisfaisant à a)), la proposition résulte de 
3.1 1) b) (resp. de 3.1 2) b)). Prouvons maintenant 3.2 quand on ne suppose plus / de 
type fini. Pour tout schéma S' au-dessus de k et pour tout point géométrique s de S', 
on note k (resp. S') le localisé strict de k en s (resp. de S' en s), X l'image inverse 
de X sur k, et on considère le carré cartésien 



x< — - 


— X' 


f 






r 


k< — 


— s 





Il suffit de prouver que, pour tout S', pour tout s, le morphisme canonique 

H°(X,F) — > H^X 7 ,^ 7 ) (resp. ^(X.F) — ► H 1 (3 7 ,F 7 )) 
est un isomorphisme. Il suffit de montrer que l'on a les relations 411 
(*) F ^ 9*9* F (resp. R 1 9,(9* F) = 0). 

Or, sous cette forme, la question est locale sur X pour la topologie étale. On peut 
donc supposer X affine ; par passage à la limite on peut supposer X de type fini sur k. 
On sait alors que (F, f) est cohomologiquement propre en dimension < (resp. < 1) 
et qu'il en est de même quand on remplace X par un schéma étale de type fini sur X, 
ce qui prouve (*). 

Théorème 3.3 . — Soient S un schéma irréductible de point générique s, f : X — » S un 
morphisme de présentation finie. Supposons que les schémas de type fini de dimension 
^ à\mX 8 sur une clôture algébrique k de k soient désingularisables (EGA IV 7.9.1). 
Alors, si L désigne l'ensemble des nombres premiers distincts des caractéristiques 
résiduelles de S, on peut trouver un ouvert non vide Si de S tel que le morphisme 
f\Si soit universellement localement 1-asphérique po«rL. 

On peut supposer S intègre et X réduit (SGA 4 VIII 1.1). Par passage à la limite 
on peut supposer S nocthéricn. De plus, pour démontrer le théorème, il suffit de le 
faire après extension finie Si — » S, où Si est un schéma intègre et où Si — » S est 
composé d'extensions étales et d'extensions radicielles surjectives. 

Montrons d'abord que, quitte à restreindre S à un ouvert non vide, / est uni- 
versellement localement O-acyclique. Quitte à faire une extension radicielle de k(s), 
on peut supposer que le morphisme (X s ) r éd —> s est séparable ; on peut donc supposer, 
quitte à restreindre S à un ouvert non vide et à faire une extension radicielle surjective 
de S, que le morphisme / est plat, à fibres géométriques séparables (EGA IV 12.1.1), 
ce qui entraîne que / est universellement O-acyclique (SGA 4 XV 4.1). 
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Montrons que, quitte à restreindre 5 à un ouvert non vide, / est universellement 
localement 1-asphérique pour L. Quitte à faire une extension finie de k(s), ce qui 
est loisible car on peut la considérer comme composée d'une extension étale et d'une 
extension radicielle, on peut trouver un morphisme propre surjectif p s : Y s — > X s , où 
Y s est un schéma lisse sur S, de même dimension que X s , et on peut supposer que p s 
provient d'un morphisme propre surjectif p: Y — > X, où Y est un schéma lisse sur S 
(EGA IV 9.6.1 et 12.1.6). Il suffit de montrer que, quitte à restreindre £ à un ouvert 
non vide, pour tout diagramme à carrés cartésiens 




où i est étale de présentation finie, et pour tout faisceau de ind-L-groupes F sur 5"', 
si $ est le champ des torseurs sous F, alors le morphisme canonique 

est une équivalence. Soient Z = Yx x Y,T = Yx x Yx x Y. On a de façon naturelle 
un diagramme commutatif 



f" 



P" 



■ f 



x" <-= — y" P 

i 

i p ' 

- X' ^— Y 1 1 



Z"\ 



■Z'\ 



rpll 



f 



x^ 



p 



Yt 



Z' 



Soient q : Z — » X et r : T — > X les morphismes canoniques, les notations q',r',q",r" 
ayant un sens évident. D'après 1.11 2), on a le diagramme essentiellement commutatif 
suivant, dont les lignes sont exactes : 

-^Kp" (/'**.*) = 
b 



a 



3 rlr" (/'**.$) 
d 



il H' j y /' • ,|, . 



Comme Y est lisse sur S, le morphisme fp est universellement localement 1-asphérique 
pour L (SGA XV 2.1), et il résulte de [2, VII 2.1.7] que b est une équivalence de 
catégories. D'autre part, quitte à restreindre S 1 à un ouvert non vide, on peut supposer 
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que les morphismes Z — > S et T — > S 1 sont universellement localement O-acycliques. Il 
en résulte que les foncteurs c et d sont pleinement fidèles, et le diagramme ci-dessus 
montre alors que a est une équivalence, ce qui achève la démonstration. 

Corollaire 3.4. — Soient k un corps de caractéristique p ^ 0, p' l'ensemble des nom- 
bres premiers distincts de p, f : X — > k un morphisme cohérent. Supposons satisfaite 
l'une des deux conditions suivantes : 

a) / est de type fini et les schémas de type fini de dimension ^ dimX sur une 
clôture algébrique de k sont désingularisables. 

b) Les schémas de type fini sur une clôture algébrique de k sont désingularisables. 

Alors f est universellement localement 1-asphérique pour p' . 

Le cas a) résulte de 3.3. Dans le cas b), la question étant locale sur X, on peut 
supposer X affine; par passage à la limite (SGA 4 XV 1.3), on se ramène au cas où 
X est de type fini sur k. 

Corollaire 3.5. — Soient S un schéma irréductible de point générique s, f : X — > S un 414 
morphisme de présentation finie. Supposons que les schémas de type fini de dimen- 
sion < dimX s sur une clôture algébrique k de k(s) soient fortement désingularisables 
(SGA 513.1.5). Sih désigne l'ensemble des nombres premiers distincts des caractéris- 
tiques résiduelles de S, on peut trouver un ouvert non vide Si de S tel que, pour toute 
spécialisation si — » ~s~2 de points géométriques de Si, le morphisme de spécialisation 
(2.10) 

soit bijectif. 

D'après 3.1 et 3.3, on peut, quitte à restreindre S à un ouvert non vide, supposer 
que / est localement 1-asphérique pour L, et que, pour tout faisceau de L-groupes 
constant fini F sur X, (F, f) est cohomologiquement propre en dimension ^ 1. Il 
résulte alors de 1.14 que, pour toute spécialisation si — > S2 de points géométriques 
de «Si, le morphisme de spécialisation 

(R 1 /*-f% 2 — (R 1 /*^ 

est bijectif. Le corollaire n'est autre que la traduction de ce qui précède en termes de 
groupes fondamentaux. 

4. Suites exactes d'homotopie 

4.0. Soient X et S deux schémas connexes, / : X — > S un morphisme, a un point 
géométrique de X, L un ensemble de nombres premiers. Soit K le noyau de l'homo- 
morphisme canonique 7Ti (X, a) — ► m (S, a) et N le plus petit pro-sous-groupe distingué 
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de K tel que K/N soit un pro-L-groupe if L . Alors N est distingué dans ni(X, a) et 
on note 

n[(X,a) 

415 le quotient de iri(X, a) par N. Si a est un point géométrique d'une fibre 
géométrique X-g, les morphismcs canoniques 

7Ti (Xg, a) > 7Ti (X, a) > m (S, a) 

permettent de définir des morphismcs canoniques 

tt\(Xs, a) — ^ n[(X,a) — — > 7Ti(5, a) 

On a du = 0. 

Proposition 4.1. — Soient S un schéma connexe, f : X — > S un morphisme localement 
0-acyclique (SGA 4 XV 1.11); supposons de plus f O-acyclique (ce qui, lorsque f 
est cohérent, revient à dire que les fibres géométriques de f sont connexes (SGA 4 
XV 1.16)). Soit L un ensemble de nombres premiers. Si S' est un schéma étale sur S , 
on note X' , f les images inverses de X, f sur S' . Supposons que, pour tout revêtement 
étale S' de S et pour tout revêtement étale E de X' , quotient d'un revêtement galoisien 
de groupe un h-groupe, (E, /') soit cohomologiquement propre relativement à S' en 
dimension < et f^E constructible. Alors, si s est un point géométrique de S et a un 
point géométrique de la fibre X-g, la suite d'homomorphismes de groupes 

(4.1.1) i^{Xs,a) -JL+ir[(X,a) — 7Ti(5,o) — 1 

est exacte 

Cet énoncé généralise X.1.4, dont on va copier la démonstration. 

Montrons d'abord que v est surjectif. Il suffit de montrer que, pour tout revêtement 
étale connexe S 1 de S, X' est aussi connexe (V 6.9). Soit C un ensemble ayant au moins 
deux éléments. Il résulte du fait que / est 0-acyclique que le morphisme canonique 

n°(s',c s >) -^k°(x',c x ,) 

est bijectif, donc que X' est connexe, d'où la surjectivité de v. 

416 Par définition de K L (4.0), on a la suite exacte 

1 — ► K h — ► tt! (A» — ► i"i (S, a) — ► 1 

Soient S le revêtement universel de S* et A = S x 5 X ; le groupe K h classe les 
revêtements galoisiens P de groupe un L-groupe, tels qu'il existe un revêtement étale 
S' de S et un revêtement galoisien Q de X' = X x 5S" tels que l'on ait un isomorphisme 
P ~ Q xx' X. Pour que la suite (4.1.1) soit exacte, il faut et il suffit que le morphisme 
canonique 

ir\(X-,a)^K L 

soit surjectif. D'après l'interprétation de K h cela revient à dire que, pour tout revête- 
ment étale S' de S et pour tout revêtement galoisien Q de X' de groupe un L-groupe, 
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tel que P = Q Xx' X soit connexe, alors Q\X- est connexe. Montrons que cette 
dernière condition est satisfaite. Soient en effet S' un revêtement étale de S, Q un 
revêtement galoisien de X' de groupe un L-groupe F, tel que Q\X-g soit disconnexe et 
montrons que, quitte à remplacer S' par un revêtement étale, Q devient disconnexe. 
Il existe un sous-groupe G de F distinct de F et un torscur R sous G\X-g tel que 
Q\X-g s'obtienne par extension du groupe structural G — » F à partir de R. Le revête- 
ment étale E = Q/G de X 1 est tel que E\X-g ait une section. D'après 1.16 f*E est 
localement constant constructible et, quitte à remplacer S' par un revêtement étale, 
on peut même supposer que f*E est constant. Comme (E, /') est cohomologiquement 
propre relativement à 5" en dimension ^ et comme H°(Xg, E\Xj) est non vide, on 
voit que E a une section. Mais ceci prouve que Q est disconnexe, ce qui achève la 
démonstration. 

On déduit de 4.1 le lemme suivant, qui sera utilisé dans 4.6. 

Lemme4.2. — Soient S un schéma connexe, f : X — > S un morphisme localement 
O-acyclique et O-acyclique, L un ensemble de nombres premiers. Supposons que, pour 417 
tout faisceau de'L-groupes constant fini F sur X , (F, f) soit cohomologiquement propre 
relativement à S en dimension ^ 1, et que, pour tout revêtement étale S' de S et pour 
tout revêtement étale E de X' , quotient d'un revêtement galoisien de groupe un l-- 
groupe, fl t E soit constructible. Alors, si s est un point géométrique de S et a un point 
géométrique de la fibre Xg, la suite d 'homomorphismes de groupes 

tt\{X-, a) — » ir[(X, a) — > tti(S, a) — » 1 

est exacte. 

les hypothèses de 4.1 sont satisfaites. Il résulte en effet de 1.13 3) que, pour tout 
schéma S 1 étale sur S et pour tout revêtement étale E de X', quotient d'un revêtement 
galoisien de groupe un L-groupe, (E, /') est cohomologiquement propre relativement 
à S' en dimension < 0. 

Proposition 4.3. — Soient S un schéma connexe, L un ensemble de nombres pre- 
miers, f : X — > S un morphisme O-acyclique, localement l-asphérique pour\, (SGA 4 
XV 1.11), g: S — > X une section de f. Soient s un point géométrique de S, a un 
point géométrique de la fibre X-. On suppose que, pour tout faisceau de ~h-groupes 
constant F, (F, f) est cohomologiquement propre en dimension ^ 1, que l'image di- 
recte par f du champ des torseurs sous F est un champ 1- constructible (0) et que, 
pour tout revêtement étale E de X' , quotient d'un revêtement galoisien de groupe un 
'L-groupe, f^E est constructible. Alors la suite d 'homomorphismes de groupes 

(4.3.1) 1 — > T^(Xj,a) — ^ n[(X,a) — ^ tt^S» — ► 1 



est exacte. 
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Compte tenu de 4.2, il suffit de montrer l'injectivité du morphisme u, i.e. de prouver 

418 que, pour tout revêtement principal Z de Xg de groupe un L-groupe G, il existe un 
revêtement étale Z de X et un morphisme d'une composante connexe de Z\X-g dans Z 
(V 6.8). Soient donc Z un revêtement principal de X-g de groupe un L-groupe C et z 
sa classe dans H 1 (X 3 -, Cx T )- D'après 1.5 d), on a un isomorphisme canonique 

(R l UC x )_^TL 1 {X T ,Cx*), 

et d'après 1.16, R 1 /*Gx est un faisceau localement constant constructible. On peut 
donc trouver un revêtement étale 5" de S tel que R 1 f*Cx\S' soit constant. Si s — > S" 
est un point géométrique au-dessus du point géométrique s — * S, il existe un élément z 
de H°(5", R 1 /»^) dont l'image dans H 1 (Xg, Cx w ) est z. D'après le lemme 4.3.1 ci- 
dessous, on peut trouver un revêtement étale S[ de S' et un torseur P sur X[ de 
groupe G dont l'image dans B°(S[, R 1 /*^^) soit égale à la restriction de z. Le torseur P 
est représentable par un revêtement étale Z de X[ = X x s S[ tel que Z Xx[ X-g soit 
isomorphe à Z . Si l'on considère Z comme un revêtement étale de X, on a alors un 
morphisme de Z Xx X-g dans Z, ce qui achève la démonstration. 

Lemme 4.3.1. — Soient f:X — > S 1 un morphisme O-acyclique et localement 0- 
acyclique, g une section de f. Soit C un groupe constant fini tel que (Cx,f) soit 
cohomologiquement propre en dimension ^ et que l'image directe par / du champ 
des torseurs sous Cx soit constructible. Alors, pour toute section z de H°(S I , R 1 /*Cx), 
on peut trouver un revêtement étale Si de S et, si Xi = X X5 Si, un élément de 
H 1 (Xi,Cx 1 ), dont l'image par le morphisme canonique 

13}{X\,Cxi) — * H°(5i,R 1 /*Cxi) 
soit égale à la restriction de z à B°(Si, R 1 /*^!)- 

Pour tout schéma S' étale sur S, on pose X' = X X5 S', et on note g' (resp. F', 

419 etc.) l'image inverse de g (resp. F, etc.) par le morphisme S' — » S. Le préfaisceau G 
sur S défini par 

G(S') — J c ^ asses m °d- isomorphisme de torseurs P sur X' de groupe Cx' , munisl 
\d'un isomorphisme g'* P Cs 1 J 
est alors un faisceau. Cela résulte en effet par descente du fait qu'un isomorphisme 
d'un torseur P sur X' est bien déterminé par sa restriction à g'(S'). De plus, on a un 
morphisme surjectif 

G — » R\UF. 

Soient z un élément de H°(S', R 1 /»Cx) et H le sous- faisceau de G image réciproque 
de z. Il suffit de montrer que H est un faisceau localement constant constructible. 
Or, cette propriété étant locale sur S, on peut supposer que z provient d'un élé- 
ment de H 1 (X, C x ) représenté par un torseur P tel que g*P soit isomorphe à Cs- 
Se donner un isomorphisme i: g*P Cs revient à se donner une section globale 
de Autc s (g*P) et deux isomorphismes i et i' définissent le même élément de G(X) si 
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et seulement si ii' 1 est l'image d'un élément de Autc x (P). Si l'on considère l'injection 
canonique 

/, Aut Cx (P) — > Aut Cs ( 3 *P) ~ C, 

P s'identifie donc au quotient de Aut^g (g*P) par /* Aut Cx (P). D'après 1.16 
/» Aut Cx (P) est localement constant ; il en est donc de même de P, ce qui achève la 
démonstration. 

Exemples 4.4 . — Notons que, si S est un schéma connexe, les hypothèses de 4.1 
sont satisfaites lorsque le morphisme / est propre plat de présentation finie, à fibres 
géométriques séparables connexes, L étant quelconque (cf. X 1.3). Les hypothèses 
de 4.3 sont satisfaites si de plus / est lisse et a une section, si l'on désigne par L 
l'ensemble des nombres premiers distincts des caractéristiques résiduelles de S (SGA 4 
XV 2.1 et XVI 5.2). 

Les hypothèses de 4.1 sont aussi satisfaites si S est connexe, si l'on a un schéma Z 
propre de présentation finie, plat sur S, à fibres géométriques séparables connexes, 420 
tel que X soit le complémentaire dans Z d'un diviseur à croisements normaux rela- 
tivement à S, L étant l'ensemble des nombres premiers distincts des caractéristiques 
résiduelles de S (2.9). Les hypothèses de 4.3 sont satisfaites si de plus / est lisse et a 
une section. 

4.5. Reprenons les notations et les hypothèses de 4.3. Si s est un point géométrique 
de S et a = g(s), la section g permet de définir un morphisme 

w: 7Ti(S, a) — >n[(X, a), 

de sorte que n[ (X, a) s'identifie au produit semi-direct de ni (S, a) par n\ (Xg, a) . 
Le groupe pro-fini m(S,a) opère donc sur m(Xs,a). Comme n\{X-g,a) est limite 
projective stricte de groupes invariants par l'action de ni(S, a), la donnée de n\(X-g, a) 
muni de cette action est équivalente à la donnée d'un système projectif strict de 
schémas en groupes étales finis sur S que l'on note 

n\(X/S,g,s) ou simplement n\(X/S,g). 

On a alors les propriétés suivantes : 

4- 5.1. Pour tout schéma en groupes étale fini G sur S, dont les fibres sont des L- 
groupes, l'ensemble E des classes de torseurs P sous l'image inverse Gx de G sur V, 
munis d'un isomorphisme g*P G, est canoniquement isomorphe à l'ensemble 

îloms(n\(X/S,g,s),G) mod. automorphismes intérieurs de G. 
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4-5.2. Pour tout schéma en groupes étale fini G sur £ dont les fibres sont des L- 
groupes, le faisceau R 1 /*Gx est canoniquement isomorphe au faisceau associé au 
préfaisceau 

S' i — ► ïloms'(n\(X/S, g, s), G) mod. automorphismes intérieurs de G. 
(S' désigne un schéma étale sur S). 

421 4-5.3. Soient 5" un ^-schéma connexe, s un point géométrique de 5", X', g' les 
images inverses respectives de X, g sur S'. Alors n\(X'/S', g', s) est canoniquement 
isomorphe à l'image inverse de tt\(X/S, g, s) sur S'. Pour tout point géométrique Ç 
de S, la fibre tt\(X/S, g, s)j est isomorphe à tt\(Xç). 

La donnée de G est en effet équivalente à la donnée d'un L-groupe abstrait G 
sur lequel opère iri(S, a), d'où une action de ir[(X,a) sur G. L'isomorphisme défini 
dans 4.5.1 s'obtient alors par restriction au sous-ensemble E à partir du morphisme 
canonique 

H 1 (ir'i (X, a), G) — > R 1 (ir\ (X T , a) , G) = Rom(i^(Xë, a), G)/aut. int. G, 

l'ensemble E s'envoyant bijectivement sur le sous-ensemble des morphismes de 
ir\(Xs, a) dans G qui sont compatibles avec l'action de tti(S, a). L'assertion 4.5.3 
résulte alors de la définition de tt\(X/S, g, s) compte-tenu de la suite exacte d'homo- 
topie (4.3.1) et 4.5.2 se déduit de 4.5.1 et 4.5.3. 

Proposition 4.6 (Formule de Kiinneth). — Soient k un corps séparablement clos de 
caractéristique p ^ 0, X et Y deux k-schémas connexes, a un point géométrique 
de X , b un point géométrique de Y , c un point géométrique de X XkY au-dessus de a 
et b. On suppose satisfaite l'une des deux conditions suivantes : 

a) X est de type fini sur k et les schémas de type fini sur une clôture algébrique k 
de k, de dimension ^ dimX, sont fortement désingularisables. (SGA 5 I 3.1.5). 

b) X est quasi-compact et quasi-séparé et tout schéma de type fini sur k est forte- 
ment désingularisable. 

Alors, si p 1 est l'ensemble des nombres premiers distincts de p, le morphisme 
(4.6.0) Tt»'{X x k Y,c)^ n^'(X,a) x ^ (Y,b), 

422 déduit des homomorphismes sur les groupes fondamentaux associés aux projections 

X x k Y — >X et X x k Y — > Y, 

est un isomorphisme. 

On peut supposer k algébriquement clos et X réduit (SGA 4 VIII 1.1). Soient 
Z = X x k Y, g: X k et f : Z ^ Y les morphismes canoniques. Le morphisme g, 
donc aussi /, est universellement localement 1-asphérique pourp' d'après 3.5. Comme 
X est connexe, / est 0-acyclique (SGA 4 XV 1.16). D'autre part il résulte de 3.2 que, 
pour tout p'-groupe fini C, (Cx, g) est cohomologiquement propre relativement à k en 
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dimension ^ 1. Il en résulte que (Cz, /) est cohomologiquement propre relativement 
à F en dimension < 1 (1.5 c)) et que f*Cz et R 1 /*^ sont des faisceaux constants. 
Par suite g satisfait à toutes les hypothèses de 4.2. On a donc la suite exacte 

4 (X b , c) 4 (Z, c) 4 (Y, b) — > 1. 

De plus le morphisme composé 

4(X b ,c)^4(Z,c)^4(Y,b) 

est un isomorphisme et l'on a donc la suite exacte 

1 — > 4 {X, a) — 4 (Z, c) — <' (F, 6) — 1. 

D'autre part le morphisme (4.6.0) permet de définir un morphisme de cette suite 
exacte dans la suite exacte 

1 — > 4 (X, a) — ► 4 (X, a) x 4 ( Y , & ) x *î' 6) — ► 1. 
et il en résulte que le morphisme (4.6.0) est un isomorphisme. 

4.7. Soit 




un diagramme dont les carrés sont cartésiens, où S est un schéma connexe par arcs 
(SGA 4 IX 2.12), U un ouvert connexe de S, s un point géométrique de U. Soient a 
un point géométrique de Xg, L un ensemble de nombres premiers. Soit g une section 
de / et supposons que les conditions suivantes soient satisfaites : 

a) Le morphisme / est 0-acyclique, localement 0-acyclique, et, pour tout revête- 
ment étale S' de S et tout revêtement étale E de X x s S' quotient d'un revêtement 
galoisien de groupe un L-groupe, (E , f(s')) est cohomologiquement propre relative- 
ment à S' en dimension ^ 0. 

b) Le morphisme fc est localement 1-asphérique pour L, et, pour tout faisceau 
de L-groupe constant fini F sur Xjj, (F, fc) est cohomologiquement propre en di- 
mension ^ 1 et les fibres de R 1 fu*F sont finies. 

On déduit alors de 4.1 et 4.3 le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont 
exactes : 

1 >4i x s, a) >n'i(X u ,a) >iïi{U,a) 



-> 1 



(4.7.0) 



4(X-,a) 



-+71-1 (S, a) 



-> 1 



Grâce à la section g, on a des morphismes 

TTi(U,a) — >Tr' l (X u ,a) 1 ni(S,a) 
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on en déduit un morphisme de la somme amalgamée de iri(S,a) et ^[{Xu.a) au- 
dessus de 7Ti (U, a) dans ir[ (X, a) : 

(4.7.1) <p: 7r = 7ri(5,a) ]J n[ {X v , a) — ttJ (X, a). 

7Ti(!7,o) 

Supposons satisfaite la condition suivante : 

c) Si T = S - U, on a prof ét T (S) ^ 2 (SGA 2 XIV 1.1). 

Alors le foncteur qui, à un revêtement étale de S, fait correspondre sa restric- 
tion à U est pleinement fidèle (SGA 2 XVI 1.4). Il en résulte que le morphisme 

424 iri(U,a) —> iri(S,a) est surjectif (V 6.9) et l'on déduit du diagramme (4.7.0) qu'il en 
est de même du morphisme ^[(Xu, a) — > n'i{X, a) ; a fortiori ip est un épimorphisme. 
Soit 

(4.7.2) K = Kcr(7ri(J7,a) — ym(S,a)). 

Le groupe 7r de (4.7.1) s'identifie au quotient de ir'^Xu^a) par le sous-groupe in- 
variant fermé engendré par l'image L de K dans ir[(Xu,a). Considérons Tr[(Xu,a) 
comme produit semi-direct de iri(U,a) par ir\{Xg, a). Le groupe K opère alors par 
automorphismes intérieurs sur n\(Xs,a), et le quotient tt = tt'^Xij, a)/L s'identi- 
fie au produit semi-direct de ni(U,à)/K = ni(S,a) par le groupe Tr\(X-g, cl)k des 
coinvariants de tt\{X-, a) sous K. On a finalement un épimorphisme 

(4.7.3) ip: n = i$(X- r ,a) K -Tri (S, a) — ►Trjpr.a). 

La proposition qui suit donne des conditions sous-lesquelles le morphisme ip est un 
isomorphisme. 

Proposition 4.7.4. — Les notations sont celles de 4.7. On suppose que, en plus des 
conditions a), b), c) les conditions suivantes soient satisfaites : 

d) Pour tout point t de T = S — U , le morphisme f est localement 1-asphérique 
pour L en g(t). 

e) Pour tout point t £ T, toute composante irréductible de la fibre X t contient g(t) 
et, pour tout point x de X t — {g(t)} qui n'est pas maximal, on a 

prof hop x (X) ^ 3 (SGA 2 XIV 1.2) 

et l'anneau Gx,x sst noethérien. 

Alors le morphisme (4.7.3) est un isomorphisme. 

Comme on l'a dit précédemment, le groupe tt s'identifie au quotient de tt'^Xjj,^ 
par le sous-groupe invariant fermé L engendré par l'image de K (4.7.2) dans ^[(Xu, a). 

425 Cela revient à dire que tt classe les revêtements principaux Z de Xu tels que g^ J 1 {Z) 
se prolonge en un revêtement étale de S, et qui induisent sur Xj un revêtement qui 
s'obtient par extension du groupe structural à partir d'un revêtement principal de 
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groupe un L-groupe. Pour prouver que <p est un isomorphisme, il suffit de montrer 
qu'un tel revêtement Z se prolonge à X tout entier. 

Montrons d'abord que Z se prolonge en un revêtement étale d'un ouvert contenant 
Xu et g{S). Soit W un schéma étale sur X dont l'image contient Xu et g(S), et 
posons Wu — W Xs U. Du fait que le morphisme W — » S est O-acyclique et de la 
relation prof. étrS > 2, résulte que l'on a 

prof. ct( W _ Wu) W ^ 2 

(SGA 2 XIV 1.13) ; par suite, si Z\Wu se prolonge en un revêtement étale de W, ce 
prolongement est unique à isomorphisme unique près. Il en résulte que le problème de 
prolonger Z à un voisinage de g(S) UXjj est local pour la topologie étale au voisinage 
des points de g(T). Si t est un point de T, on pose x = g(t), et on note X (resp. S) le 
localisé strict de X en x (resp. de S en t), U = U Xg S, Xu = X Xx Xu, g: S — > X 
le morphisme déduit de g. Il suffit de montrer que, pour tout point t de T, l'image 
inverse Z de Z sur Xu se prolonge à X ou, ce qui revient au même, est triviale. 
Or, par définition de Z, l'image inverse de Z sur U est triviale. Pour prouver que 
Z est trivial, il suffit de montrer qu'il est de la forme f v E, où E est un revêtement 
principal de U ; on aura en effet E ~ gjjîu^ — 9u^i d'où le résultat puisque gljZ est 
trivial. Or le morphisme fu étant O-acyclique et localement O-acyclique, il suffit, pour 
prouver que Z provient de U, de montrer que, pour tout point géométrique algébrique 
sur un point de U, que l'on peut supposer être le point s, Z\Xg est trivial (SGA 4 
XV 1.15). Mais Z\X-§ étant obtenu par extension du groupe structural à partir d'un 
revêtement principal de groupe un L-groupe, cela résulte du fait que le morphisme / 
est 1-asphérique pour L. 

On a donc démontré qu'il existe un voisinage ouvert V de g(S) U Xu tel que Z se 426 
prolonge en un revêtement étale Zy de V. Montrons que Zy se prolonge à X tout 
entier. Il suffit de voir que, pour tout point x de X — V, on a 

prof hop x X ^ 3. 

Or cela résulte de l'hypothèse e) et du fait qu'un point x de X — V ne peut être 
maximal dans sa fibre X t car, toute composante irréductible de X t contenant g(t), 
tout point maximal de X t appartient à V. 

Corollaire 4.8 . — Les hypothèses sont celles de A.7 A mais on suppose de plus que Von 
a -ïïi(S,a) — 1. Alors on a un isomorphisme 

(*) 7T\(X,a)^n\(Xs,a) K . 

En particulier, si ir\(X-g,a) est topologiquement de présentation finie et si K 
opère sur ir\{X-,a) par l'intermédiaire d'un groupe de type fini, alors ir\(X,a) est 
topologiquement de présentation finie. 
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L'isomorphismc (*) a été démontré dans 4.7.4. Supposons w\(Xj, a) quotient du 
pro-L-groupe libre à n générateurs L(x\, . . . , x n ) par le sous-groupe invariant fermé en- 
gendré par les éléments y\ 1 . . . , y p de L(x\, . . . , x n ), et supposons que K agisse par l'in- 
termédiaire d'un groupe engendré par des éléments k\,. . . ,k q . Si pour tout i e [1, n], 
j £ [l,q], on note Zij un élément de L(x\ , . . . , x n ) relevant l'élément (kj ■ Xi )x~ 1 , alors 
ir\ (Xg, o)k est quotient de L{x\, . . . , x n ) par le sous-groupe invariant fermé engendré 
par les éléments {yi) ie [i,p], (%)i€[i,n],je[i,g]- 

Remarques 4.9. — a) Les conditions a) à e) de 4.7 sont satisfaites lorsque S est un 
schéma normal connexe, U un ouvert dense rétrocompact de S, f un morphisme 
propre de présentation finie, à fibres géométriquement connexes et irréductibles en 

427 tout point t de T, / étant de plus séparable, lisse aux points de Xjj U g(T), L étant 
l'ensemble des nombres premiers distincts des caractéristiques résiduelles de S, et X 
étant régulier en tout point de X t . La condition a) résulte en effet de SGA 4 XV 4.1 
et 1.4; les conditions b) et d) résultent de 1.4 et SGA 4 XV 2.1 et XVI 5.2. Enfin c) 
résulte de SGA XIV 1.11. 

b) Le corollaire 4.5 s'applique pour calculer le groupe fondamental 7rf (X) d'une 
surface X propre et lisse sur un corps séparablement clos k de caractéristique p 
(p' désignant l'ensemble des nombres premiers distincts de p). La méthode nous a 
été communiquée par J.P. Murre ; elle consiste à se ramener, en faisant éclater X, au 
cas où l'on a une fibration X — > J y \ et un ouvert U de ~P\ satisfaisant aux hypothèses 
de 4.7 (voir SGA 7 pour plus de détails). La même méthode peut être utilisée plus 
généralement (loc. cit. ) pour prouver que, si X est un fc-schéma connexe de type fini, 
et, si les schémas de type fini de dimension ^ dimV sur une clôture algébrique de k 
sont fortement désingularisables (SGA 5 I 3.1.5), alors 7r^ {X) est topologiquement 
de présentation finie. 

5. Appendice I : Variations sur le lemme d'Abhyankar 

Cet appendice contient différentes variantes du lemme d'Abhyankar. 

Proposition 5.1. — Soient X = SpccA un schéma local régulier, D = J2i<^i^ r ^ v fi 
un diviseur à croisements normaux, où les fi sont des éléments de l'idéal maximal 
de A faisant partie d'un système régulier de paramètres. Soient ni, 1 ^ i ^ r, des 
entiers ^ et posons 

X' = X[T U T r ]/(T?i -h,...,T^- f r ), 

U' = U Xx X' . Alors X' est régulier et U' est le complémentaire dans X' du diviseur 

428 à croisements normaux X^i^isgr divT^. Si les entiers ni sont premiers à la caractéris- 
tique résiduelle p de X , U' est un revêtement étale connexe de U, modérément ramifié 
relativement à D (2.3 c)). 
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En effet X' est le spectre d'un anneau local A' dont l'idéal maximal est engendré 
par Xi,.. . ,T r . (On peut supposer r = dim(^4).) Comme A' est fini et plat sur A, 
donc de dimension r, A' est régulier (EGA Orv 17.1.1) et les Ti forment un système 
régulier de paramètres de A'. Supposons les ru premiers à p. Comme tous les /, sont 
inversibles sur U, le fait que V soit étale sur U résulte de I 7.4. De plus U' est 
modérément ramifié relativement à D ; soit en effet Xi le point générique de V(fi), R 
le localisé strict de R = Gx.xi , K le corps des fractions de R. Alors la A-algèbre qui 
représente U'\K s'obtient à partir du corps K[Ti]/ (T™* — fi) en faisant une extension 
non ramifiée ; elle est donc modérément ramifiée sur R. 

Proposition 5.2 (Lemme d'Abhyankar absolu). — Soit X un schéma local régulier, 

D= div /* 

un diviseur à croisements normaux comme dans 5.1, Y = SuppD, U = X — Y. 
Soit V un revêtement étale de U modérément ramifié relativement à D. Si Xi est le 
point générique du fermé V(fi), &x,x t est un anneau de valuation discrète de corps 
des fractions K i} et on a V\Ki = Spcc(r| je J . Lj), où les Lj sont des extensions finies 
séparables de K- L ; notons rij l'ordre du groupe d'inertie d'une extension galoisienne 
engendrée par Lj et n,- L le p. p. cm. des nj quand j parcourt J; L . Si l'on pose 

X' = X[T U T r ]/(T^ - h, . . . ,T r "- - f r ), 

U' = U(x'), V = V(x')> etc., le revêtement étale V' de U' se prolonge de manière 
unique à isomorphisme unique près en un revêtement étale de X' , et les ni sont 
premiers à la caractéristique résiduelle p de X . 

L'unicité résulte du fait que X' est normal (5.1) ; en effet un revêtement étale 429 
de X' qui prolonge V est isomorphe au normalisé de X' dans la fibre de V au point 
générique de X' (10.2). Si x' est un point géométrique de Y', on note X le localisé 
strict de X' en x' , V = V'—, , etc. Par descente, compte tenu de l'unicité, il suffit de 

(X ) 

montrer que, pour tout point géométrique x' de Y' , le revêtement étale V de U se 
prolonge à X . Étant donné qu'un revêtement étale d'un ouvert du schéma régulier X' 
qui contient tous les points x' tels que l'on ait dimô'x'.x' ^ 1 se prolonge à X tout 
entier (SGA 2 XIV 1.11), on peut même se borner aux points x' qui se projettent 
sur un point maximal de Y'. Or, en un tel point x', le fait que V se prolonge en un 
revêtement étale de X résulte de 3.6. 

Montrons que les ni sont premiers à p. En effet, s'il n'en était pas ainsi, on aurait 
par exemple p\m. Quitte à remplacer X par 

x\t u . . . , r r ]/(rr /p - h, t 2 " 2 -h,..., - f r ), 

on se ramène au cas où l'on a X' = X[Ti]/(Tf — f\). Il suffit de montrer que V 
se prolonge en un revêtement étale de A, car on aura alors ni = 1 contrairement 
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à l'hypothèse. On peut supposer pour cela que X est strictement local. Soit Z le 
sous-schéma fermé de X d'équation p = et Z\ = Z n Xj x ; Z\ est un ouvert non 
vide de Z. D'après ce qui précède le revêtement étale V de U' se prolonge en un 
revêtement étale W de X 1 . Soient W" et W<1 les images inverses de W par les deux 
projections X" = X' Xx X' X', et montrons que l'isomorphisme de descente 
u: W"\U" — > W%\U" se prolonge en un X"-morphismc W" — > W 7 ^' qui sera néces- 
sairement une donnée de descente sur W' relativement à X' — ► X. Soit Z" (resp. Z") 
l'image inverse de Z (resp. Z\) dans X". Comme le morphisme Z" — » Z est radiciel, 
il existe un isomorphisme w: W['\Z" — > WZ/IZ" Qui prolonge l'isomorphisme 
Mais, comme X est hensélien, on a une bijection 

Hom P -«,^') ~ ïïom z »(W['\Z",WZ\Z"), 

430 d'où un morphisme w : W" — > M 7 /,' relevant w. Le sous-schéma à la fois ouvert et fermé 
de X" au-dessus duquel m et w coïncident contient Z", donc égal à X", d'où le fait 
que V se prolonge à X. 

5.3.0. Reprenons les hypothèses et les notations de 5.2 en supposant de plus X stricte- 
ment local. Alors il résulte de loc. cit. que tout revêtement étale connexe de U mod- 
érément ramifié relativement à D est quotient d'un revêtement modérément ramifié 
de la forme 

U' = U[T U ..., T r ]/(T^ - h, . . . , T r "- - f r ), 

où les ni sont des entiers premiers à p. Soit fi n le groupe des racines n-ièmes de l'unité 
de U. Le groupe des [/-automorphismes de U' n'est autre que le groupe fi ni x • • • x /x„ r , 
une racine n^-ième de l'unité & opérant sur U' en transformant Tj en £jTj. On a donc 
l'énoncé suivant : 

Corollaire 5.3. — Soit X un schéma strictement local régulier de caractéristique 
résiduelle p > 0, D = J2i^i<^ n ^ v fi un diviseur à croisements normaux sur X, 
U = X — SuppD. Posons 

U = Jim U[T lt . . . , T r \j (7 1 ™ 1 -h,..., T?r - f r ), 

(«») 

la limite projective étant prise suivant l'ensemble ordonné filtrant (pour la relation de 
divisibilité) des familles d'entiers ru > 0, premiers à p. Alors U est un revêtement 
universel modérément ramifié de U. Par suite le groupe fondamental modérément 
ramifié de U est 

tt\{U) ~ ]^Z^[l] r (isomorphisme canonique) 
où l'on a posé Z^[l] = lim^ o . Le groupe ir\(U) est non canoniquement isomorphe 
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Proposition 5.4. — Soient f : X — » S un morphisme de schémas, D — ^^^div/i 
431 un diviseur à croisements normaux relativement à S (2.1), où, pour chaque point x 
de Y = Supp.D, si I(x) C [l,r] est l'ensemble des i tels que Von ait fi(x) = 0, 
le sous-schéma ^((/j)j e j( x )) est lisse sur S de codimension card/(a;) dans X. Soit 
U = X — Y . Soient x un point de Y, X\ — Spec ffx,x, U\ = U Xx X\, ni, i G I(x) 
des entiers et 

X' = ^[Îi] i£/ ( X )/(T™* - fi). 

Alors, si x' est le point de X' au-dessus de x, X' est lisse sur S en x' . Si les entiers ni 
sont premiers à la caractéristique p de k(x), U[ = U\ Xx X' est un revêtement étale 
connexe de U\ modérément ramifié sur Xi relativement à S\ (2.1.1). 

Si s — f(x), la fibre géométrique XL est régulière au point x' (5.1) ; comme X' est 
plat sur S au voisinage de Y, cela prouve que X' est lisse sur S en x' (EGA IV 12.1.6). 
Si les entiers sont premiers à p, U[ est un revêtement étale de U\ (7.4) ; il est mod- 
érément ramifié sur Xi relativement à S car il en est ainsi sur les fibres géométriques 
en chaque point de S (5.1). Enfin le fait que U[ soit connexe résulte de (SGA 4 
XVI 3.2). 

Proposition 5.5 (Lemme d'Abhyankar relatif). — Soient X un S -schéma, D un di- 
viseur à croisements normaux relativement à S, comme dans (5.4). Soient 
Y = X — SuppD, U = X — Y, x un point de Y, X\ le localisé strict de X en 
un point géométrique au-dessus de x, U\ = U Xx X\, V\ un revêtement étale de U\. 
On suppose que, pour tout point maximal s de S, Vrs est modérément ramifié sur Xis 
relativement à s. Alors on peut trouver des entiers ni premiers à la caractéristique p 
de k(x), avec i £ I(x), tels que, si l'on pose 

X[ = Xi\Ti] ieI ( x )/ (T!™ 1 - fi), 

U[ = U\ Xjj X[, etc., le revêtement étale V{ de U[ se prolonge de manière unique 

à isomorphisme unique près en un revêtement étale de X[. En particulier V\ est 432 

modérément ramifié sur X\ relativement à S. 

On peut supposer S local noethérien de point fermé f(x). Pour chaque point max- 
imal s de S 1 et pour chaque i e I(x), soit Xi le point générique du fermé V(/,) de 
la fibre Xij. L'anneau local (&x 1 .x i )rcd est un anneau de valuation discrète de corps 
de fractions Ki et l'on a V\\Ki = Spec(Y[j eI / Xi ^ Lj), où Lj est une extension finie 
séparable de K ; on note nj l'ordre du groupe d'inertie d'une extension galoisienne 
engendrée par Lj et ni le p. p. cm. des rij quand s parcourt les points maximaux de S 
et j e I{xi). 

Les ni étant ainsi choisis, nous allons montrer que V{ se prolonge de façon unique 
en un revêtement étale de X[. L'unicité résulte du fait que, X' étant lisse sur S 
aux points de Y, on a prof ét Y {(X[) ^ 2 (SGA 4 XVI 3.2 ou SGA 2 XIV 1.19). 
Soient x[ un point de Y{, x[ un point géométrique au-dessus de x[, et notons X[ le 
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localisé strict de X[ en x[, U[ = [/' — , etc. Par descente, compte tenu de l'unicité, 

il suffit de montrer que V± se prolonge a X[. De plus on peut se borner à prendre 
pour x[ les point maximaux de Y[ ; en effet on aura alors un prolongement de V{ sur 
un ouvert W[ de X[ contenant les points maximaux de Y{ ; or, si Z[ = X[ — W[, 
on a codim(Z( s , X' ls ) ^ 2 si s est un point maximal de S et codim(Z' ls , X' ls ) ^ 1, 
prof ét s (S) ^ 1 si s est un point de S qui n'est pas maximal ; le fait que V[ se prolonge 
à X[ tout entier résulte alors de (SGA 2 XIV 1.20). Mais, en un point géométrique 
x\ au-dessus d'un point maximal de Y{, X' lréd est le spectre d'un anneau de valuation 
discrète, et le fait que V{ se prolonge à X[ résulte alors de X 3.6. 

Montrons que les ru sont premiers à p. En effet, s'il n'en était pas ainsi, 
on aurait un indice i e I(x) tel que p divise n io . Quitte à remplacer X par 
Xi [T t0 , T t ] ieI(x) /(7f° /p - f io , 7f 4 -ft), on se ramène au cas où X[ = X 1 [T]/TP - f io . 
D'après ce qui précède le revêtement étale V{ de U[ se prolonge en un revêtement étale 
E[ de X[ . Soit r\ le point fermé de S ; comme le morphisme X[ — » X\ v est radiciel, Vi v 
se prolonge en un revêtement étale Ei v de Xi v . On en déduit alors, comme dans 5.2, 
que E[ est muni d'une donnée de descente relativement au morphisme X[ — > X\ , qui 
prolonge la donnée de descente naturelle que l'on a sur E[\U[. Il en résulte que V\ 
se prolonge à X\ ; mais ceci entraîne que l'on a n io = 1 contrairement à l'hypothèse 
n io = p- 

Corollaire 5.6 . — Soient X un S-schéma, D — Xa^i^r ^ v /* un diviseur à croise- 
ments normaux relativement à S, comme dans 5.4. Soient x un point géométrique 
de X, X le localisé strict de X en x, Y = Yçxy U = X — Y et 

Ù = lunÛ[T t ] ieI{x) /(T^ -fi), 

la limite projective étant prise suivant l'ensemble filtrant des familles d'entiers rii > 0, 
premiers à la caractéristique p de k(x). Alors U est un revêtement universel modéré- 
ment ramifié de U relativement à S. Par suite le groupe fondamental modérément 
ramifié de U est 

tti(U) ~ Z^l] 1 ^' (isomorphisme canonique). 

Le groupe tt\{U) est isomorphe non canoniquement à Ylt^ p ^e^ ■ 

Remarque 5.6.1. — Soient X un S'-schéma, D = X)i^i^r^ v /* un diviseur à croise- 
ments normaux relativement à S, comme dans 5.4, U = X — SuppD. Pour toute 
partie / c [1, r] soit 

x I = (r\v(f i ))n( n xA. 
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Soit p un entier premier ou nul et soit Z un sous-ensemble de Xi dont tous les points 
sont de caractéristique p. Soit 

Ù I = \imU[T l ] ieI /(T^ -f t ), 

(ni) 

où la limite projective est prise suivant l'ensemble filtrant des familles d'entiers ru > 0, 
premiers à p. Alors, pour tout point géométrique x de Z, l'image inverse de Ui sur U 
s'identifie au revêtement universel modérément ramifié de U. 

Corollaire 5.7. — Les notations sont celles de 5.6. Soient S le localisé strict de S en x, 

g:V >S et g: XJ — >S 

les morphismes canoniques. Alors les morphismes g et g sont 0-acycliques (SGA 4 
XV 1.3). Soient G un faisceau en groupes constructible sur S , F — g*G, P un torseur 
sous F. Alors, pour que P soit modérément ramifié sur X relativement à S, il faut et 
il suffit que son image inverse P sur U soit triviale. 

En effet, pour tout schéma X' = X\Ti] ieI i x \/ (T^ — fi), où les ^ sont des 
entiers > premiers à p, le morphisme /': X' — > S est 0-acyclique. Les fibres 
géométriques de / aux différents points de S sont donc connexes et même irré- 
ductibles. Il en est donc de même des fibres géométriques des morphismes g 1 : U' — » S, 
ce qui prouve que les g', donc aussi g, sont 0-acycliques (SGA 4 XV 1.16). 

Il est clair qu'un torseur P sur U de groupe F, dont l'image inverse sur U est triviale, 
est modérément ramifié sur X relativement à S. Montrons que réciproquement, si P 
est modérément ramifié sur X relativement à S, son image inverse sur U est triviale. 

Il résulte de (SGA 4 IX 2.14 (ii)) que l'on peut trouver un morphisme fini 
n: Si — > S, un faisceau en groupes constant C sur Si, un monomorphisme G — > n*C. 
Considérons le diagramme commutatif suivant formé de carrés cartésiens : 

9i 




434 



Soient Ci (resp. Ci) l'image inverse de C sur U\ (resp. sur U\). On a un diagramme 435 
commutatif, dans lequel i et j sont des isomorphismes (SGA 4 VIII 5.8) : 



(*) 



H 1 (^,g.Ci)- L -^H 1 (i;i,Ci) 



Soit Q le torseur sous ç*Ci déduit de P par l'extension du groupe structural 
F — » ç*Ci. D'après 2.1.4, Q est modérément ramifié sur X relativement à S. Au 
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torseur Q correspond, grâce à i, un torseur Qi sous Ci, et il est clair que Qi est 
modérément ramifié sur X\ = X Xj Si relativement à Si. Il résulte donc de 5.6 que 
l'image inverse Q\ de Qi sur U\ est triviale, et le diagramme (*) montre alors que 
l'image inverse Q de Q sur U est triviale. 

Considérons le diagramme commutatif suivant, dont la deuxième ligne est exacte 
(SGA4XII3.1) : 

H°(S,n*C/G) >B. 1 (S,G) = 1 

(**) k 

H°(C/,r»Ci/F) >H 1 (C/,F) > H^tf.r.Ci). 

Comme le morphisme U — » S est O-acyclique, k est un isomorphismc. Le fait que P 
soit trivial résulte alors de (**). 

6. Appendice II : théorème de finitude pour les images directes des champs 

Proposition 6.1. — Soient S un schéma localement noethérien, f : X — > S un mor- 
phisme. Si S' est un S -schéma, on note X' (resp. f, etc.) l'image inverse de X 
436 (resp. f, etc.) par le morphisme S' — ► S. Supposons que, pour tout schéma S' étale 
sur S , pour tout faisceau d'ensembles constructible F sur X' , f'^F soit constructible, 
et que, pour tout faisceau en groupes constructible F sur X' , ~R}f'^F soit constructible. 
Soit $ un champ 1- constructible sur X (0). Alors est 1- constructible. 

Pour tout schéma S' étale sur S et pour tout objet x de (/* < î > )s', on a un isomor- 
phisme 

Aut S '(:r) ~ /* Autx'(ar), 

où, dans le deuxième membre de l'égalité, x est considéré comme objet de <f?x'- Les 
hypothèses faites entraînent donc que /*$ est constructible. Soit S<& le faisceau des 
sous-gerbes maximales de $ [1, III 2.1.7]. Comme /*(S$) est constructible, on peut 
lui appliquer (SGA 4 IX 2.7), et le fait que /»$ soit 1-constructible résulte alors du 
lemme qui suit. 

Lemme 6.1.1. — Soient S un schéma localement noethérien, f: X — > S un mor- 
phisme, $ un champ sur X . On suppose donné un faisceau sur S, représentable par 
un S-schéma étale de type fini T, un morphisme surjectif 

a:T — > /»(S$) 

et un objet p de la fibre $x T (où Xt = X Xg T), définissant dans /*(S$)(T) = 
S$(Xt) un élément égal à l'image q par a de la section identique de T(T). Soit 
fx- Xt — > T le morphisme canonique et supposons que le faisceau R 1 /x»(Autx T (p)) 
soit constructible; alors il en est de même de S(/*$). 
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Le morphisme canonique /*/*$ — ► $ donne un morphisme 
d'où un morphisme canonique 

Soient F = et G l'image de F par 93 ; d'après (SGA 4 IX, 2.9) G est un faisceau 437 

constructible. 

Il suffit de montrer que, pour tout point s de S, il existe un ouvert non vide U 
de s tel que F\U soit localement constant constructible. Soient s e S, s un point 
géométrique au-dessus de s, •••,?„ les éléments de G-g. Par définition de T, il 
existe des S'-morphismes /i^: s — > S" tels que l'on ait Çj = h*(q). Soient S" le produit 
fibré sur S de n schémas isomorphes à T, s —> S' le produit fibré des hi, X' = X x 5 5' , 
gi (resp. £>j) l'image inverse de g (resp. p) par la i-ème projection de S' sur T. Si ^i est 
la sous-gerbe maximale de $|A' engendrée par p», le faisceau = R 1 /^(Autx'(î'i)) 
n'est autre que le faisceau S(f^i) des sous-gerbes maximales de En particulier 

l'injection canonique Vl/j — > donne un morphisme 

a,: Fj — > F\S'. 

Nous allons montrer que est une bijection de Fi sur l'image inverse de g, dans 
FjS". Pour tout schéma S"' étale sur S' toute section y de Fi(S") a pour image 
gi|S"' dans F (S"), car, localement pour la topologie étale sur S", y est défini par un 
objet x de $x" qui est isomorphe à p%\X" . Réciproquement, si y <E F (S") a pour 
image dans F (S"), localement pour la topologie étale sur S", y est défini par 

un objet x de $x" qui est isomorphe à pi ; par suite x est un objet de ^ix" et par 
suite y G F^S"). 

La démonstration s'achève en utilisant 6.1.2 ci-dessous. On peut en effet trouver 
un voisinage ouvert U' de s tel que qi\U', . . . ,q n \U' soient des sections de G(U') et 
engendrent ce faisceau. Comme les Fi\U' et G\U' sont constructibles, il en est de 
même de F\U' d'après 6.1.2; quitte à remplacer U par un ouvert plus petit, F\U est 
localement constant, ce qui achève la démonstration. 

Lemme 6.1.2. — Soient S un schéma localement noethérien, F — > G un morphisme 438 
surjectif de faisceaux en groupes sur S. Soient qi une famille finie de sections de G 
sur X qui engendrent G, et, pour chaque i, soit Fi le sous-faisceau de F image inverse 
de qi. Alors, si G et les Fi sont constructibles, il en est de même de F. 

Pour prouver que F est constructible, il suffit de montrer que, pour tout point s 
de S, il existe un voisinage ouvert U de s tel que F\U soit localement constant con- 
structible. Soit donc s un point de S. Comme les faisceaux Fi et G sont constructibles, 
on peut trouver un voisinage ouvert U de s tel que Fi\U et G\U soient localement con- 
stants. Montrons alors que F\U est localement constant. D'après (SGA 4 IX 2.13 (i)), il 
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suffit de voir que, si s est un point géométrique au-dessus de s, s un point géométrique 
de U et s — > s un morphisme de spécialisation, le morphisme canonique 

£ s ' 1 s 

est bijectif. 

On considère les diagrammes commutatifs 

{ Fi )~ s ^UF~ s -^G~ s 
l b l 

Soit (resp. çi) l'image inverse de g, dans G ¥ (resp. G;) ; les morphismes â et â 
sont surjectifs, et le morphisme ïïj (resp. âj) induit une bijection de (-Fi)s (resp. (-Fi)s) 
sur â _1 (<7i) (resp. sur S -1 ^)). Il résulte donc du diagramme ci-dessus que b est un 
isomorphisme. 

Corollaire 6.2 . — Soient S un schéma localement noethérien, f : X — » S un mor- 
phisme propre. Soit $ un champ 1- constructible sur X , alors /*$ est un champ 
1- constructible. 

La démonstration de 6.1 prouve aussi le résultat suivant, compte tenu de 2.4 2). 

Corollaire 6.3 . — Soient S un schéma localement noethérien, f: X — > S un mor- 
phisme, D un diviseur sur X à croisements normaux relativement à S (2.1), 
Y = SuppZ?, U = X — Y, i: U — » X l'immersion canonique. Soit $ un champ 
sur U donné, localement pour la topologie étale sur X et S, comme image inverse 
d'un champ ^ 1- constructible sur S. Alors le champ est 1- constructible. 
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